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3.5. ELEMENTOS ESTRUCTURALES 73

Fig. 3.8: Elementos estructurales: vigas, columnas y tirantes

Fig. 3.9: Elementos estructurales: arco, tirantes y viga balcon
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3.6 Apoyos y enlaces en estructuras de barras

3.6.1 Apoyos

Se llama apoyo a todo dispositivo destinado a unir una estructura al medio de sus-
tentación. Los apoyos cumplen la triple función de:

(a) impedir los movimientos de sólido rígido de la estructura

(b) limitar la deformación que sufre

(c) transmitir las cargas que soporta la estructura al medio de sustentación.

En lo que sigue se describen los tipos de apoyo más usuales en estructuras articu-
ladas y reticuladas planas. Naturalmente, las estructuras espaciales tienen también sus
dispositivos de apoyo que no se describen aquí.

Apoyos en estructuras articuladas planas

Una sección de una pieza articulada plana tiene dos grados de libertad, dos traslaciones
independientes. Existen, por tanto, dos tipos de apoyo, según coarten uno o los dos
grados de libertad de la sección de apoyo. Por cada grado de libertad coartado, se
transmite una reacción que impide el movimiento.

(a) Apoyo simple o articulado móvil

Es un tipo de apoyo que sólo coarta el movimiento de traslación en una dirección de la
sección de apoyo, permitiendo la traslación en la dirección perpendicular y el giro de la
sección de apoyo. La reacción que produce es una fuerza perpendicular a la dirección de

Fig. 3.10: Estructuras articuladas: apoyo simple o móvil
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Fig. 3.11: Estructuras articuladas: apoyo �jo o articulación

rodadura, o sea, al movimiento permitido. Se introduce una sola incógnita, el módulo
de la reacción (dirección conocida) (Figura 3.10).

(b) Apoyo �jo o articulación

Este tipo de apoyo impide totalmente el movimiento de traslación de la sección de
apoyo, pero permite el giro.

La reacción que produce es una fuerza de dirección y módulo desconocidos. Se
introducen dos incógnitas: las componentes de la reacción respecto a dos ejes perpen-
diculares cualesquiera (Figura 3.11).

3.6.2 Apoyos en estructuras reticuladas de plano medio

Se describen, a continuación, los tipos de apoyo más usuales en estructuras de plano
medio. Dado que una sección de una pieza de plano medio tiene tres grados de libertad,
dos traslaciones independientes en el plano medio y un giro perpendicular a éste, existen
varios tipos de apoyo, según coarten uno, dos o los tres grados de libertad de la sección
de apoyo. Por cada grado de libertad coartado, el apoyo trasmite a la estructura una
reacción que impide el movimiento. Estas reacciones son, naturalmente, iguales y de
sentidos opuestos a las fuerzas que la estructura transmite al medio de sustentación.

(a) Apoyo simple o articulado móvil

Este tipo de apoyo sólo coarta el movimiento de la sección de apoyo en una dirección,
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Fig. 3.12: Apoyos en estructuras de plano medio: (a) apoyo simple o móvil, (b) apoyo
�jo y (c) empotramiento
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permitiendo la traslación en la dirección perpendicular y el giro de la sección de apoyo
(Figura 3.12a). La reacción que produce es una fuerza perpendicular a la dirección de
rodadura, o sea, al movimiento permitido. Asociada a un apoyo simple se introduce,
por tanto, una sola incógnita, el módulo de la reacción, ya que su posición y dirección
son conocidas.

(b) Apoyo �jo o articulación

Este tipo de apoyo impide totalmente el movimiento de traslación de la sección de
apoyo, pero permite el giro (Figura 3.12b). La reacción que produce es una fuerza de
dirección y módulo desconocidos. Se introducen, pues, dos incógnitas: las componentes
de la reacción respecto a dos ejes perpendiculares cualesquiera.

(c) Empotramiento

Este tipo de apoyo impide todo movimiento de la sección de apoyo, tanto de traslación
como de giro (Figura 3.12c). La reacción que se produce es una fuerza de posición,
dirección y módulo desconocidos. Se introducen, pues, tres incógnitas: dos componentes
de la reacción y el momento sobre la sección de apoyo.

3.6.3 Enlaces

Se llama enlace o nudo a todo dispositivo destinado a unir entre sí las diferentes piezas
que forman una estructura. Los enlaces cumplen la doble función de:

(a) impedir o limitar los movimientos relativos de unas piezas respecto a otras, y
(b) de trasmitir las cargas que unas soportan a las demás (Figura 3.13).

Fig. 3.13: Enlace o nudo: (a) articulación (b) nudo rígido
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Por cada grado de libertad coartado a la sección de enlace, éste trasmite a las piezas
concurrentes una reacción interna. Estas reacciones son iguales y de sentidos opuestos
en las dos piezas que se unen en la sección de enlace.

Se describen, a continuación, los tipos de enlaces más usuales en estructuras planas.
Aunque sólo se ilustran enlaces en estructuras planas, pueden generalizarse al caso
tridimensional.

(a) Enlace deslizante

Este tipo de enlace sólo coarta el movimiento relativo en una dirección, permitiendo la
traslación en la dirección perpendicular y el giro de la sección de enlace (Figura 3.14a).
La reacción que produce es un par de fuerzas, iguales y opuestas, perpendiculares al
movimiento permitido. Se introduce, por tanto, una sola incógnita: el módulo de las
reacciones. Se suele representar como un rodillo entre las piezas que deslizan.

(b) Articulación o nudo articulado

Este tipo de enlace impide totalmente la traslación relativa de la sección de enlace,
pero permite el giro relativo de la misma (Figura 3.14b). La reacción que produce es
un par de fuerzas de dirección y módulo desconocidos. En una articulación interna
se introducen, pues, dos incógnitas: las componentes de la reacción respecto a dos
ejes perpendiculares cualesquiera. El momento �ector es necesariamente nulo en una
articulación.

Este tipo de enlace, también llamado nudo articulado, es el que une entre sí las
distintas barras de una estructura articulada. También puede darse ocasionalmente en
una estructura de barras de otra tipología. Se suele representar con un círculo sobre el
nudo.

(c) Empotramiento o nudo rígido

Este tipo de enlace impide todo movimiento de la sección de enlace, tanto de traslación
como de giro (Figura 3.14c). La reacción que produce es un par de fuerzas de posición,
dirección y módulo desconocidos. En un nudo rígido se introducen, por tanto, tres
incógnitas: dos componentes de la reacción y el momento de la sección de enlace.

Este tipo de enlace, también llamado nudo rígido, es el que une entre sí las distintas
barras de una estructura reticulada. Se suele representar como una unión continua
entre las piezas.

Los apoyos y enlaces considerados para estructuras planas pueden fácilmente gene-
ralizarse para estructuras espaciales. En este caso, el número de grados de libertad de
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Fig. 3.14: Enlaces en estructuras de plano medio: (a) enlace deslizante, (b) nudo
articulado y (c) empotramiento
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la sección es seis (tres traslaciones y tres rotaciones), y por tanto, el número de tipos
de apoyos y enlaces posibles es mucho mayor.

3.7 Principios de la Resistencia de Materiales

La Resistencia de Materiales es una disciplina que se basa en tres principios o hipótesis
fundamentales: el Principio de rigidez, el Principio de superposición y el Principio de
Saint-Venant. La validez de los resultados obtenidos mediante esta teoría depende,
básicamente, del grado de satisfacción de estos principios en el caso concreto en que se
aplique.

3.7.1 Principio de rigidez

El Principio de rigidez es una consecuencia directa de la hipótesis de pequeños movimien-
tos aplicada al análisis de estructuras y establece que

�las ecuaciones de equilibrio se pueden formular sobre la geometría indeformada,
es decir, sin considerar los movimientos provocados por el sistema de cargas.�

Esta hipótesis implica que los movimientos de la estructura debidos al sistema
de cargas sean pequeños: los desplazamientos, comparados con las dimensiones de la
estructura, y los giros (en radianes), comparados con la unidad. Si esta condición no
se cumple, las ecuaciones de equilibrio deben formularse en la geometría deformada, y
el problema deja de ser lineal para transformarse en un problema geométricamente no
lineal.

En la Figura 3.15 se ilustra la aplicación del Principio de rigidez. Bajo la hipótesis
de pequeños movimientos (izquierda), las reacciones en el empotramiento sólo dependen
de la geometría inicial y de las cargas (M = F1l); sin ella (derecha), las reacciones de-
penden de la deformación de la estructura (M = F1 (l � �)+F2f), y ésta es desconocida
a priori.

Fig. 3.15: Implicación del Principio de rigidez
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3.7.2 Principio de superposición

Como ya se indicó en el Capítulo 2, si es válida la hipótesis de pequeños desplazamientos
y se cumple la ley de Hooke, entonces el problema elástico es lineal. La resolución de
un problema estructural lineal es mucho más sencilla que la de uno no lineal; además
de otras di�cultades de tipo práctico, en un problema no lineal no existe, en general,
garantía de que la solución exista y sea única.

Además, si el problema es lineal puede aplicarse el Principio de superposición. Éste
establece que

�los efectos que un sistema de fuerzas origina sobre una estructura son iguales a
la suma de los efectos que originan cada una de las fuerzas del sistema actuando por
separado�.

El principio de superposición implica que las reacciones, movimientos, tensiones y
deformaciones que provoca sobre la estructura el estado de cargas original es igual a
la suma de las reacciones, movimientos, tensiones y deformaciones que provocan los
estados en los que éste se descompone.

Así, por ejemplo, en la Figura 3.16 se muestra una viga biapoyada sobre la que
actúa un sistema de carga consistente en dos fuerzas puntuales; este sistema puede
descomponerse en los dos sistemas más simples de la parte inferior de la Figura a
efectos, por ejemplo, de calcular la �echa vertical en el punto C.

Asimismo, en la viga biapoyada de la Figura 3.17, el momento �ector debido al
sistema de cargas F1 + F2 es igual a la suma del momento �ector debido a F1 más el
debido a F2, actuando separadamente.

Fig. 3.16: Implicación del Principio de superposición
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Fig. 3.17: Ejemplo de aplicación del Principio de Superposición

Una consecuencia inmediata del citado principio es que el estado �nal (tensional
y deformacional) de una estructura sometida a un sistema de fuerzas no depende del
orden de aplicación de dichas fuerzas. Esto permite, por ejemplo, analizar el caso de una
solicitación compleja descomponiéndola en casos más simples de estudiar. Es posible,
asimismo, la de�nición y el análisis de estados de carga de interés como combinación de
estados de carga previamente de�nidos y analizados. Ambas posibilidades son utilizadas
frecuentemente en Resistencia de Materiales.

3.7.3 Principio de Saint-Venant

El Principio de Saint-Venant puede considerarse la verdadera piedra angular sobre la
que se edi�ca la Resistencia de Materiales, ya que establece que

�en una pieza prismática, las tensiones que actúan sobre una sección recta, alejada
de los puntos de aplicación de un sistema de cargas, sólo dependen de la fuerza y del
momento resultantes de las fuerzas situadas a un lado de la sección considerada�.

Esta hipótesis implica que los efectos locales (fuerzas concentradas, apoyos, varia-
ciones de sección) sólo afectan a una zona localizada a uno y otro lado de las secciones
en que se producen. La forma precisa en que se aplican las cargas o los dispositivos em-
pleados para aplicarlas, así como la disposición constructiva concreta de los aparatos de
apoyo, sólo afectan al estado tensional de esta zona localizada, de una longitud aproxi-
madamente igual al canto de la pieza. El estudio tensional de las zonas afectadas por
los efectos locales es complejo y debe hacerse mediante la Teoría de la Elasticidad.

En la Sección 3.8 se de�ne el concepto de esfuerzos sobre una sección, precisamente,
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como las componentes de la fuerza y del momento resultantes de las fuerzas situadas a
un lado de la sección. El cálculo de esfuerzos juega un papel fundamental en la Teoría
de Resistencia de Materiales y Cálculo de Estructuras, ya que, según el Principio de
Saint-Venant, las tensiones en una sección sólo dependen del valor de éstos.

En la Figura 3.18 se muestran dos ejemplos de voladizos con momento aplicado en
sus extremos libres. En el primer caso, el empotramiento se consigue apoyando la viga
contra el soporte y coartando el giro mediante sendos angulares soldados a ambos; el
momento en el extremo es la resultante de un par fuerzas horizontales. En el segundo
caso, el empotramiento se consigue encastrando adecuadamente la viga en el soporte;
el momento en el extremo es la resultante de un par fuerzas inclinadas respecto al eje
de la viga. En ambas situaciones, el momento resultante de las fuerzas actuantes es
idéntico, mientras que la resultante de fuerzas es nula.

A pesar de que las materializaciones de las condiciones de empotramiento y de los
momentos aplicados son diferentes, su idealización a efectos de cálculo es idéntica, tal
como se muestra en la Figura 3.18. Según el Principio de Saint-Venant, las tensiones
que aparecen en las zonas centrales de las piezas dependen, exclusivamente, del mo-
mento resultante de las fuerzas actuantes; las zonas extremas, por el contrario, se ven
afectadas por los efectos locales, y la determinación de su estado tensional requerirá
consideraciones más cuidadosas.

En la práctica ingenieril, el estudio del estado tensional de un elemento estructural
suele hacerse suponiendo que el Principio de Saint-Venant es aplicable a la totalidad

Fig. 3.18: Ilustración del Principio de Saint-Venant
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de las secciones analizadas. El dimensionamiento de las piezas suele hacerse en función
de los resultados así obtenidos. A posteriori, se adoptan las disposiciones constructivas
necesarias para reducir o soportar de forma adecuada los efectos locales en las zonas
en las que los resultados calculados en esta forma no son aplicables.

3.7.4 Restricciones geométricas

Para que los principios fundamentales enunciados se cumplan y los resultados de la
Resistencia de Materiales sean válidos, las piezas deben cumplir ciertas condiciones:

� Geometría de la directriz. En piezas de directriz curva, los radios de curvatura de
ésta deben ser grandes en relación al canto de las piezas. Si esta relación es su�-
cientemente grande, los efectos de la curvatura pueden llegar a despreciarse en el
análisis del comportamiento de las rebanadas y utilizar las expresiones obtenidas
para piezas de directriz recta.

� Geometría de las secciones:

�Dimensiones. Las dimensiones transversales de las piezas, canto y ancho,
deben ser pequeñas en relación a su longitud. Esto es necesario para que se
cumplan el principio de Saint-Venant y las hipótesis de deformación de las
secciones que se utilizan habitualmente. Por otro lado, las características
geométricas de las secciones rectas deben asegurar que las piezas tengan la
rigidez necesaria para que los movimientos sean pequeños. En general, son
admisibles las relaciones canto/luz (h=l) siguientes:

h

l
=
1

10
a

1

12
para piezas rectas de hormigón armado

h

l
=
1

15
a

1

25
para piezas rectas de hormigón pretensado

h

l
=
1

20
a

1

35
para piezas rectas de acero laminado

h

l
=
1

40
a

1

100
para arcos

�Variación. En piezas de sección variable, la variación de las dimensiones
transversales debe ser gradual y lenta. Las variaciones bruscas en las carac-
terísticas geométricas de las secciones producen efectos locales que invalidan
el principio de Saint-Venant.
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3.8 De�nición de esfuerzos en una sección

Dada una viga sometida a la acción de un sistema de cargas exteriores, supondremos
que una sección recta cualquiera, S, divide la pieza en dos partes, (A) y (B), situadas
cada una a un lado de la sección considerada, tal como se muestra en la Figura 3.19.

El sistema de fuerzas (acciones y reacciones) que actúan sobre la viga debe estar en
equilibrio estático. Si llamamos FA al sistema de fuerzas que actúa sobre la parte (A)
de la pieza y FB al sistema de fuerzas que actúa sobre la parte (B), por equilibrio de
la viga debe ser:

FA + FB = 0 (3.1)

Asimismo, tomando momentos respecto al centro de gravedad G de la sección S, debe
cumplirse:

MG
FA
+MG

FB
= 0 (3.2)

Consideremos ahora, por separado, el equilibrio de las dos partes de la pieza (A) y
(B): Para que tal equilibrio exista, es necesario suponer que existen unas fuerzas de
interacción que ambas partes se ejercen entre sí, a través de la super�cie S:

Fig. 3.19: Fuerza y momento resultantes en una sección



86 CAPÍTULO 3. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS BÁSICOS

Así, la parte (B) ejercerá sobre la parte (A) unas fuerzas que podemos reducir a
una resultante RA y un momento resultante, respecto a G,MG

A. De forma análoga, la
parte (A) ejerce sobre la parte (B) una fuerza resultante RB y un momento resultante
MG

B:

Por equilibrio de la parte (A) debe ser:

FA + RA = 0

MG
FA
+MG

A = 0
(3.3)

Por equilibrio de la parte (B) debe ser:

FB + RB = 0

MG
FB

+MG
B = 0

(3.4)

Sumando las ecuaciones (3.3) y (3.4) y teniendo en cuenta el equilibrio global (ecua-
ciones (3.1) y (3.2)), se tiene:

(FA + FB ) +RA +RB = 0 ) RA = �RB (3.5a)

(MG
FA
+MG

FB
) +MG

A +M
G
B = 0 ) MG

A = �MG
B (3.5b)

Por lo tanto, las acciones que una parte ejerce sobre la otra son iguales y de sentido
contrario.

Llamando por simplicidad:

R = RA = �RB y M =MG
A = �MG

B

se tendrá también que:
R = �FA = FB
M = �MG

FA
=MG

FB

)
(3.6)

Cuando la fuerza resultante R y el momento resultanteM se calculan en la forma:

R = FB y M=MG
FB

(3.7)

es decir, teniendo en cuenta las fuerzas que actúan �por delante�de S (en la parte B),
el cálculo se llama frontal.

Cuando R yM se calculan en la forma

R = �FA y M = �MG
FA

(3.8)

es decir, teniendo en cuenta las fuerzas que actúan �por detrás�de S (en la parte A), el
cálculo se llama dorsal. Es evidente que ambos procedimientos conducen a resultados
idénticos.
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Fig. 3.20: Fuerza y momento resultantes en una sección

De�nimos el triedro cartesiano dextrógiro xyz, con origen en el centro de gravedad
G de la sección S, en el que el eje x es normal a la sección S, orientada de (A) a (B) y
tangente a la directriz de la viga, y los ejes (y; z) son los ejes principales de inercia de
la sección S (Figura 3.20). Proyectando la fuerza resultante R sobre estos ejes (Figura
3.21a) se de�ne como:

Esfuerzo Axil N
Esfuerzo Cortante Ty
Esfuerzo Cortante Tz

9>=>; a la proyección de R según el eje

8><>:
x

y

z

Análogamente, proyectando el momento resultanteM sobre los ejes (Figura 3.21b),

Fig. 3.21: De�nición de esfuerzos en una sección
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se de�ne como:

Momento Torsor Mt

Momento Flector My

Momento Flector Mz

9>=>; a la proyección deM según el eje

8><>:
x

y

z

3.9 Relación entre esfuerzos y tensiones

Las resultantes R y M , y sus respectivas componentes, es decir, los esfuerzos en la
sección, son las resultantes estáticas de las tensiones que actúan sobre la sección S. Tal
como se de�nió en el Capítulo anterior, dichas tensiones son las fuerzas de interacción
que una parte de la viga ejerce sobre la otra, de�nidas por unidad de super�cie de la
sección S.

Así, tal como se muestra en la Figura 3.22, sobre un diferencial de área dS, de la
sección S, actuará una tensión t, que puede descomponerse en una tensión normal �x,
según el eje x, y una tensión tangencial � sobre la sección S. La tensión tangencial
puede descomponerse, a su vez, en sus componentes cartesianas según los ejes (y; z),

Fig. 3.22: De�nición de esfuerzos en una sección
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dando las tensiones �xy; �xz, respectivamente.
Para que R y M formen un sistema equivalente al sistema de fuerzas internas

diferenciales dF = t dS, deben cumplirse las siguientes relaciones vectoriales:

R =

Z
S
t dS ; M =

Z
S
r � t dS (3.9)

donde r es el vector de posición de dS respecto al centro de gravedad de la sección, con
componentes r (0; y; z).

Las anteriores relaciones vectoriales se pueden descomponer en las correspondientes
ecuaciones escalares. Así, la primera de las ecuaciones (3.9) se descompone en:

N =

Z
S
�x dS ; Ty =

Z
S
�xy dS ; Tz =

Z
S
�xz dS (3.10)

Análogamente, la segunda de las ecuaciones (3.9) se descompone en:

Mt =

Z
S
(�xz y � �xy z)dS ; My =

Z
S
�x z dS ; Mz = �

Z
S
�x y dS (3.11)

Estas ecuaciones muestran la relación entre los esfuerzos y las tensiones actuantes
en una sección y serán empleadas a menudo en los Capítulos posteriores.

La Figura 3.23 muestra el convenio de signos utilizado para las componentes de
tensión y de momento. Las tensiones sobre la sección son positivas si tienen el sentido
de los correspondientes semiejes positivos. Los momentos son positivos si, adoptando
el criterio de la mano derecha, el sentido de los vectores momento es positivo.

Fig. 3.23: Convenio de signos de tensiones y momentos
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3.10 Esfuerzos en piezas de plano medio

Consideremos una pieza de plano medio tal como la que se muestra en la Figura 3.24.
Llamaremos XY al plano medio que, recordemos, contiene a la directriz, es plano de
simetría de las secciones rectas y contiene también a las cargas que actúan sobre la
pieza.

El triedro de referencia xyz local de una sección genérica se de�ne de la forma
siguiente. El eje x es tangente a la directriz de la pieza en el centro de gravedad de
la sección G, y orientado según el sentido positivo de recorrido de la directriz. El eje
y está también en el plano medio que, por simetría, es plano principal de inercia, y es
normal al eje x; formando con éste un ángulo de �=2 radianes (antihorario). El eje z
es normal a los ejes (x; y) y de sentido tal que el triedro (x; y; z) es dextrógiro. Así, el
plano XY coincide con el plano xy, y el eje z es perpendicular a éste.

Al actuar las fuerzas exteriores sólo en el plano XY , la resultante R de las fuerzas
que actúan a uno u otro lado de la sección está contenida en dicho plano, y se descom-
pone en un esfuerzo axil N (según el eje x) y un esfuerzo cortante T (según el eje y).
Por simetría respecto al plano medio, Tz es nulo. Por el mismo motivo, el momento
resultanteM de las fuerzas que actúan a uno u otro lado de la sección es perpendicular
al plano XY y se llama momento �ector M a su única componente según el eje z. Las
otras dos componentes Mt y My son nulas por simetría respecto al plano medio.

Al referirnos a los esfuerzos en piezas de plano medio adoptaremos el siguiente
convenio de signos, que se muestra en la Figura 3.25:

Fig. 3.24: Esfuerzos en piezas de plano medio
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Fig. 3.25: Convenio de signos para esfuerzos en piezas de plano medio

� El esfuerzo axil N es positivo si es de tracción (según el sentido positivo del eje
x en la cara frontal) y negativo si es de compresión.

� El esfuerzo cortante T es positivo si hace girar la rebanada en sentido antihorario
(según el sentido positivo del eje y en la cara frontal), y negativo en caso contrario.

� El momento �ector M es positivo si es antihorario sobre la cara frontal (según el
sentido positivo del eje z en la cara frontal), y negativo en caso contrario.

3.11 Ecuaciones de equilibrio en piezas rectas

Consideremos el equilibrio de una rebanada diferencial de una pieza recta de plano
medio, sobre la que actúan unas fuerzas repartidas por unidad de longitud, de compo-
nentes (px; py) según los ejes coordenados, aplicadas en la directriz de dicha rebanada.
Tal como se muestra en la Figura 3.26, se tiene:

a) por equilibrio de fuerzas según el eje x:

�N + px dx+ (N + dN) = 0 ) px = �
dN

dx
(3.12)

b) por equilibrio de fuerzas según el eje y:

�Ty + py dx+ (Ty + dTy) = 0 ) py= �
dTy
dx

(3.13)

c) por equilibrio de momentos respecto al centro de gravedad de la cara frontal:

�Mz + Ty dx+ (Mz + dMz)� py
dx2

2
= 0 ) Ty= �

dMz

dx
(3.14)



92 CAPÍTULO 3. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS BÁSICOS

Fig. 3.26: Acciones sobre una rebanada de pieza recta

donde se ha despreciado el término de segundo orden debido a las fuerzas repartidas.
Estas ecuaciones establecen relaciones diferenciales entre la ley de cargas y las leyes

de esfuerzos de una viga recta de plano medio. En casos sencillos, estas relaciones
pueden integrarse directamente para calcular las leyes de esfuerzos. En casos más
complejos, estas relaciones sirven de ayuda para calcular o dibujar dichas leyes.

La generalización de las ecuaciones diferenciales de equilibrio de la rebanada para
una viga de directriz recta general (no de plano medio), sometida a unas fuerzas repar-
tidas por unidad de longitud de componentes (px; py; pz) según el triedro local de
referencia se pueden obtener de forma análoga, y son:

px = �
dN

dx
py = �

dTy
dx

pz = �
dTz
dx

Ty = �
dMz

dx
Tz = +

dMy

dx

(3.15)

Ejemplo 3.11.1

Calcular los esfuerzos en la sección media de la pieza sometida a la acción de la carga
p uniformemente repartida y a las fuerzas F y V que se indican (Figura 3.27).
Datos: L = 10m, h = 0; 80m, b = 0; 35m, p = 3kN=m, F = 30 kN y V = 15 kN.
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Fig. 3.27: Viga del Ejemplo 3.11.1

Llamaremos N , T y M los esfuerzos axil, cortante y �ector en la sección media de
la viga. Esta sección divide a la pieza en dos partes: (A) a la izquierda y (B) a la
derecha (Figura 3.28). Por equilibrio de la parte (A):P

Fx = �F +N = 0P
Fy = T + V ��pL

2
= 0P

MG = M � V L
2
+
pL2

8
= 0

Resolviendo se obtiene:

N = 30 kN T = �15 + 3 � 10
2

= 0 M = 15 � 5� 3 � 10
2

8
= 37; 5 kN�m

que son los esfuerzos en la sección media de la viga.

Fig. 3.28: Equilibrio de fuerzas y momentos
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Ejemplo 3.11.2

Calcular los esfuerzos en la sección media de la pieza sometida a las cargas que se
indican (Figura 3.29).

Fig. 3.29: Viga del Ejemplo 3.11.2

Sean N , T y M los esfuerzos axil, cortante y �ector en la sección media de la viga,
respectivamente. Esta sección divide a la pieza en dos partes: (A) a la izquierda y (B)
a la derecha (Figura 3.30).

Fig. 3.30: Equilibrio de fuerzas y momentos
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Por equilibrio de la parte (A) puede escribirse (Figura 3.30):P
Fx = F +N = 0P
Fy = T + 1; 5P � 2P = 0P
MG = M � 1; 5P L

2
+
2

6
PL+

1

6
PL+ Fh = 0

Resolviendo, se tiene:

N = �F T = 0; 5P M = 0; 25PL� Fh

que son los esfuerzos en la sección media de la pieza.

3.12 Estructuras isostáticas e hiperestáticas

3.12.1 Equilibrio estático y resolución de estructuras

Las fuerzas (acciones y reacciones) que actúan sobre una estructura deben estar en
equilibrio estático. Esto signi�ca que deben formar un sistema de fuerzas de resultante
nula y de momento resultante nulo; por tanto, deben cumplir las ecuaciones que se
conocen con el nombre de ecuaciones de la estática, que, en forma vectorial, pueden
escribirse como: X

i

F i = 0 (3.16a)X
i

M o
i = 0 (3.16b)

donde F i representa a cada una de las fuerzas que actúan sobre la estructura, M o
i

representa el momento de cada una de las fuerzas respecto de un punto arbitrario O y
el símbolo

P
i representa la suma sobre todas las fuerzas i.

En el caso de estructuras planas cargadas en su plano, las anteriores ecuaciones
vectoriales se reducen a tres ecuaciones escalares de la forma:X

i

(Fx)i = 0 ;
X
i

(Fy)i = 0 ;
X
i

(Mz)
o
i = 0 (3.17)

donde los ejes x e y están sobre el plano de la estructura y el eje z es perpendicular a
éstos.

Pero la condición de equilibrio estático, tal como lo expresan las Ecs. (3.14) o
(3.17) son condiciones necesarias para el equilibrio, pero no son su�cientes. Esto es
porque la condición de equilibrio y las correspondientes ecuaciones que lo expresan



96 CAPÍTULO 3. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS BÁSICOS

matemáticamente, no son sólo aplicables a la estructura considerada en su conjunto,
sino que debe satisfacerse también para cada parte integrante de ella, siempre que se
consideren de forma explícita las fuerzas y momentos que el resto de la estructura
ejerce sobre la parte considerada. En particular, las piezas que forman una estructura
de barras deben estar en equilibrio, siempre que se consideren las fuerzas y momentos
de extremo de barra que la estructura ejerce sobre las piezas. Análogamente, los nudos
de la estructura deben estar en equilibrio bajo la acción de las fuerzas y momentos que
actúan en los extremos de las barras que concurren en ellos.

En Mecánica de Estructuras se llama resolver una estructura a calcular el valor de
los esfuerzos que actúan sobre cada una de las secciones de todas las piezas que compo-
nen la estructura. Cuando este cálculo puede realizarse íntegramente utilizando sólo las
ecuaciones de la estática, la estructura se llama isostática o estáticamente determinada.
En caso contrario, se le llama hiperestática o estáticamente indeterminada.

3.12.2 Estructuras articuladas

Las estructuras articuladas de piezas rectas con cargas aplicadas en los nudos trabajan
exclusivamente a esfuerzo axil siendo además estos axiles constantes. Dichas estructuras
son isostáticas cuando pueden resolverse sólo con las ecuaciones de la estática.

El número de reacciones exteriores (nr) más el número de axiles a determinar,
uno por barra (nb), debe ser igual al número de ecuaciones de la estática que se
pueden plantear. En estructuras articuladas planas pueden plantearse dos ecuaciones
de equilibrio por nudo (2nn), por tanto, para que la estructura esté en equilibrio debe
cumplirse:

nr + nb = 2nn (3.18)

En la Figura 3.31 se muestran dos ejemplos de estructuras articuladas isostáticas:
en la estructura (a) puede verse que el número de reacciones incógnita es nr = 3 y los
axiles a determinar (uno por barra) son nb = 5, por tanto, el número de incógnitas
de la estructura es igual a 8. Dado que el número de ecuaciones de la estática que
pueden plantearse es 2nn = 2 � 4 = 8; la estructura puede resolverse sólo con las
ecuaciones de la estática, por tanto es isostática. En la estructura (b) el número de
reacciones incógnitas nr = 4 y el de los esfuerzos axiles incógnita es nb = 6, el número
de ecuaciones de equilibrio es igual a 2nn = 2 � 5 = 10, la estructura también en este
caso puede resolverse sólo con las condiciones de la estática y es isostática.

Las estructuras articuladas son hiperestáticas cuando las condiciones de equilibrio
no bastan para esolver la estructura, es decir:

nr + nb > 2nn (3.19)
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Fig. 3.31: Estructuras articuladas isostáticas

Fig. 3.32: Estructuras articuladas hiperestáticas

En la Figura 3.32 pueden verse dos ejemplos de estructuras articuladas hiperestáti-
cas. Así, en la estructura (a) el número de reacciones es nr = 6, el número de barras
es nb = 3 y el número de ecuaciones de la estática es 2nn = 2 � 4 = 8, por tanto, la
estructura articulada (a) es hiperestática de grado 1.

En la estructura (b) se tiene que el número de reacciones es nr = 3, el número
de esfuerzos axiles incógnitas es nb = 6 y el número de ecuaciones de equilibrio es
2nn = 2 � 4 = 8. También en este caso, las incógnitas son mayores que las condiciones
de la estática y la estructura articulada (b) es hiperestática de grado 1.
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Fig. 3.33: Estructuras reticuladas isostáticas

Fig. 3.34: Estructuras reticuladas hiperestáticas
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3.12.3 Estructuras reticuladas

Las estructuras reticuladas como se han de�nido anteriormente están formadas por
piezas prismáticas unidas mediante nudos rígidos. En estas estructuras el grado de
hiperestatismo se de�ne con independencia de si el origen de éste es la indeterminación
de las reacciones en los apoyos o en enlaces internos:

h = n� e (3.20)

donde n es el número de reacciones (externas o internas) que hay que conocer para
poder determinar los esfuerzos actuantes en cualquier sección de la estructura, y e es
el número de ecuaciones de la estática.

Una vez calculado el valor h, para

h = 0 la estructura es isostática,
h > 0 la estructura es hiperestática de grado h;
h < 0 la estructura es un mecanismo de grado h:

En la Figura 3.33 se muestran dos ejemplos de estructuras reticuladas isostáticas: en
la estructura (a) puede verse que el número de reacciones incógnita es n = 3 y el
número de ecuaciones de equilibrio es e = 3, por tanto, el grado de hiperestatismo
h = n�e = 3�3 = 0 la estructura puede resolverse sólo con las ecuaciones de la estática,
por tanto es isostática. En la estructura (b) el número de reacciones incógnitas n = 3
y el número de ecuaciones de equilibrio es e = 3, por tanto, el grado de hiperestatismo
es h = n� e = 3� 3 = 0; la estructura también en este caso puede resolverse sólo con
las condiciones de la estática y es isostática.

En la Figura 3.34 pueden verse dos ejemplos de estructuras reticuladas hiperestáti-
cas. En la estructura (a) el número de reacciones es n = 5 y el número de ecuaciones
de la estática es e = 3, por tanto, la estructura reticulada (a) es hiperestática de grado
h = n� e = 5� 3 = 2.

En la estructura (b) el número de reacciones es n = 6, y el número de ecuaciones de
equilibrio es e = 3. También en este caso, las incógnitas son mayores que las condiciones
de la estática y la estructura reticulada (b) es hiperestática de grado h = 3.
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4 Leyes de Esfuerzos

4.1 Introducción

El Principio de Saint-Venant (Sección 3.7.3) establece que, en una pieza prismática,
las tensiones (y las deformaciones) que actúan sobre una sección recta, alejada de los
puntos de aplicación de un sistema de cargas, sólo dependen de la fuerza R y del
momentoM resultantes de las fuerzas situadas a un lado de la sección considerada.

Las componentes de la fuerza R y momento M resultantes sobre el sistema de
referencia de la sección de�nen los esfuerzos sobre la sección (Sección 3.8).

Por tanto, el Principio de Saint-Venant dice que las tensiones (y deformaciones)
en la sección sólo dependen de los esfuerzos que actúan sobre ésta. Esto convierte la
determinación de los esfuerzos en el punto inicial de cualquier cálculo de Resistencia de
Materiales.

4.2 Leyes de esfuerzos

En las estructuras isostáticas es posible calcular la fuerza y momento resultantes, R y
M , sobre una sección S cualquiera de la estructura utilizando únicamente las ecuaciones
de equilibrio estático. De acuerdo con lo expuesto en la Sección 3.8, se de�nen los
esfuerzos sobre la sección como las proyecciones de estas resultantes sobre un triedro
cartesiano dextrógiro xyz, con origen en el centro de gravedad G de la sección S, en
el que el eje x es normal a la sección S y tangente a la directriz de la viga, y los ejes
(y; z) son los ejes principales de inercia de la sección S.

Así, proyectando la fuerza resultante R sobre los ejes (x; y; z); se de�nen el esfuerzo
axil N; el esfuerzo cortante Ty y el esfuerzo cortante Tz; respectivamente. Análoga-
mente, proyectando el momento resultante M sobre los ejes (x; y; z); se de�nen el
momento torsor Mt, el momento �ector My y el momento �ector Mz, respectivamente.

Se llama leyes de esfuerzos o diagramas de esfuerzos a la representación grá�ca

101
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Fig. 4.1: De�nición de esfuerzos en una sección

de la variación de dichos esfuerzos a lo largo de las piezas de la estructura. Esta
representación permite determinar, para cada pieza, las secciones de ésta en las que los
esfuerzos alcanzan sus valores máximos. Esta es una información imprescindible para
el dimensionamiento de las piezas o, una vez dimensionadas, para la comprobación a
posteriori de que se cumplen los criterios de resistencia.

En una estructura isostática la determinación de las leyes de esfuerzos sigue los
pasos siguientes:

1. determinación de las reacciones exteriores,

2. determinación de la variación de los diferentes esfuerzos en cada pieza,

3. determinación de los valores máximos de los esfuerzos, a nivel de pieza y estruc-
tura.

Las relaciones diferenciales entre las leyes de cargas aplicadas y los esfuerzos obtenidos
en la Sección 3.11 son de gran utilidad a la hora de de�nir la forma que tienen las leyes
de esfuerzos en cada barra.

4.3 Leyes de esfuerzos en estructuras articuladas

Las estructuras articuladas son aquellas formadas por piezas prismáticas unidas entre
sí por nudos articulados (Sección 3.12.2). En las estructuras articuladas isostáticas
es posible calcular las reacciones sólo aplicando las ecuaciones de la estática. Además,
bajo cargas aplicadas en los nudos, los esfuerzos sobre una sección se reducen al esfuerzo
axil N de valor constante.

Por tanto, la determinación de las leyes de esfuerzos sigue los pasos siguientes:
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1. determinación de las reacciones exteriores,

2. determinación de los esfuerzos axiles en cada pieza.

A continuación, se desarrollan algunos ejemplos de cálculo de axiles en estructuras
articuladas planas. Se mantendrá la convención de signos adoptada al de�nir el equi-
librio de la rebanada de la pieza prismática recta (Sección 3.10).

Ejemplo 4.3.1

La estructura articulada ABC de la Figura 4.2 está formada por dos barras del mismo
material. Para una carga P actuando en C, determinar los axiles en las barras.
Datos: P = 40 kN, a = 3m y � = 30 �.

Fig. 4.2: Estructura del Ejemplo 4.3.1 y equilibrio de fuerzas en C

La estructura es isostática y los axiles en las barras 1 y 2 pueden calcularse direc-
tamente por equilibrio de fuerzas en el nudo C:

N1 =
P

sin�
= 80 kN (tracción)

N2 = � P

tan�
= �69; 3 kN (compresión)



104 CAPÍTULO 4. LEYES DE ESFUERZOS

Ejemplo 4.3.2

La estructura articulada de la Figura 4.3 está formada por tres barras del mismo ma-
terial. Para la fuerza que se indica F actuando en C; determinar los axiles en las
barras.
Datos: a = 5m, F = 20 kN.

Fig. 4.3: Estructura del Ejemplo 4.3.2 y equilibrio de fuerzas en los nudos C y B

La estructura es isostática. Los axiles pueden calcularse considerando el equilibrio
de fuerzas en los nudos.

Por equilibrio de fuerzas en el nudo C se obtiene el valor de los axiles en las barras
1 y 2, y por equilibrio en el nudo B se obtienen el valor del axil en la barra 3 (Figura
4.3):

N1 = 22; 4 kN N2 = �22; 4 kN N3 = 10 kN

Las barras 1 y 3 están traccionadas y la barra 2 está comprimida, tal como indican los
signos de los esfuerzos axiles obtenidos.

Ejemplo 4.3.3

La estructura articulada de la Figura 4.4 está formada por cinco barras del mismo
material. Determinar los axiles en las barras, para una fuerza horizontal F actuando
en B. Datos: a = 4m, F = 10 kN.



4.3. LEYES DE ESFUERZOS EN ESTRUCTURAS ARTICULADAS 105

Fig. 4.4: Estructura del Ejemplo 4.3.2 y equilibrio de fuerzas en los nudos C y B

La estructura es isostática. Las reacciones en los apoyos C y D pueden determinarse
por equilibrio (los sentidos se muestran en la Figura 4.4) :

HC = F ( ) VC = F (#) VD = F (")

Los esfuerzos axiles pueden calcularse considerando el equilibrio de fuerzas en los nudos:

nudo D ) N4 = �F = 10 kN N5 = 0

nudo C ) N1 = 0 N3 =
p
2F = 14; 14 kN

nudo A ) N2 = 0

Para la carga considerada se observa que las barras 1, 2 y 5 no trabajan, la barra 3
está traccionada y la barra 4 está comprimida.

Ejemplo 4.3.4

La estructura articulada de la Figura 4.5 está formada por cinco barras del mismo
material. Para una fuerza P actuando en el nudo D, determinar los esfuerzos axiles en
las barras. Datos: a = 3m, P = 40 kN.
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Fig. 4.5: Estructura del Ejemplo 4.3.4 y equilibrio de fuerzas en los nudos

La estructura es isostática. Las reacciones en los apoyos A y B pueden determinarse
por equilibrio (los sentidos se muestran en la Figura 4.5) :

VA = P = 40 kN (#) VB = 2P = 80 kN (")

Los axiles se calculan considerando el equilibrio de fuerzas en los nudos (Figura 4.5):

N1 = �
p
2P = �56; 57 kN N2 = N4 = P = 40 kN

N3 = �P = �40 kN N5 =
p
2P = 56; 57 kN

Como puede verse, en la estructura del ejemplo bajo la carga indicada, las barras 1 y
3 trabajan a compresión y las barras 2; 4 y 5 están traccionadas.

Ejemplo 4.3.5

La estructura articulada de la Figura 4.6 está formada por siete barras del mismo
material. Determinar los esfuerzos axiles en las barras para el sistema de cargas que se
indica. Datos: a = 5m, F = 50 kN.



4.3. LEYES DE ESFUERZOS EN ESTRUCTURAS ARTICULADAS 107

Fig. 4.6: Estructura del Ejemplo 4.3.5 y equilibrio de fuerzas en los nudos

La estructura es isostática y por tanto, las reacciones en los apoyos A y E pueden
determinarse sólo por consideraciones de equilibrio (Figura 4.6) :

VA = VE = 1; 5F = 75 kN (")

Para el estado de carga que se analiza, los nudos A y E son simétricos y también
los nudos B y D. Los esfuerzos axiles pueden calcularse considerando el equilibrio de
fuerzas en los nudos (Figura 4.6):

N1 = N7 = �1; 678F = �83; 9 kN N2 = N6 = 0; 75F = 37; 5 kN

N3 = N5 = 0; 568F = 28; 4 kN N4 = �F = �50 kN

Se observa que para la carga considerada, las barras 1; 4 y 7 están comprimidas y las
barras 2; 3; 5 y 6 están traccionadas.

Ejemplo 4.3.6

La estructura articulada de la Figura 4.7 está formada por siete barras del mismo
material. Determinar los esfuerzos axiles en las barras para la fuerza F que se indica.

Datos: a = 5m, F = 50 kN.
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Fig. 4.7: Estructura del Ejemplo 4.3.6 y equilibrio de fuerzas en los nudos

La estructura es isostática y las reacciones en los apoyos A y B pueden determinarse
sólo por equilibrio (Figura 4.7):

HA = 2F = 100 kN (!) VA = F = 50 kN (") HB = 2F = 100 kN ( )

Los esfuerzos axiles pueden calcularse planteando el equilibrio de fuerzas en los nudos:

Nudo A N1 = �50 kN N3 = 0 N4 = �100 kN

Nudo B N1 = �50 kN N2 = 112 kN

Nudo C N4 = �100 kN N5 = 0 N7 = �100 kN

Nudo E N6 = 112 kN N7 = �100 kN
Para la carga analizada las barras 3 y 5 no trabajan, las barras 1; 4 y 7 están

comprimidas y las barras 2 y 6 están traccionadas.

4.4 Leyes de esfuerzos en estructuras de plano medio

Las estructuras de plano medio están formadas por piezas de plano medio unidas entre
sí por nudos rígidos y de tal manera que el plano medio de todas las piezas es el mismo
(Sección 3.10).
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Fig. 4.8: Esfuerzos en estructuras de plano medio

En estas condiciones se pueden tomar los ejes locales de referencia (x; y; z) de tal
manera que el plano medio de la pieza contenga a los ejes x e y, ya que es un plano de
simetría de éstas. En estas condiciones las componentes deR yM se reducen al esfuerzo
axil N , el esfuerzo cortante T = Ty y el momento �ector M = Mz; respectivamente
(Figura 4.8).

Por tanto, la determinación de las leyes de esfuerzos sigue los pasos siguientes:

1. determinación de las reacciones exteriores,

2. determinación de la variación de los diferentes esfuerzos en cada pieza,

3. determinación de los valores máximos de los esfuerzos, a nivel de pieza y estruc-
tura.

Las relaciones diferenciales entre las leyes de cargas aplicadas y los esfuerzos obtenidos
en la Sección 3.11 son de gran utilidad a la hora de de�nir la forma que tienen las leyes
de esfuerzos en cada barra.

A continuación, se desarrollan algunos ejemplos de piezas rectas y estructuras de
plano medio. Se mantendrá la convención de signos adoptada al de�nir el equilibrio de
la rebanada de la pieza prismática recta (Sección 3.10).
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Ejemplo 4.4.1

Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos de la viga ABC de la Figura 4.9 sometida a la
acción de la carga p uniformemente repartida en el tramo BC.

Fig. 4.9: Estructura del Ejemplo 4.4.1

Cálculo de las reacciones

Teniendo en cuenta las condiciones de equilibrio de la estática (suma de fuerzas verti-
cales igual cero y suma de momentos respecto al apoyo A igual a cero, respectivamente),
puede escribirse:

VA + VC = p
l

2
; VC l = p

l

2

3l

4

Por tanto, las reacciones en los apoyos A y C son :

VA =
1

8
pl (") ; VC =

3

8
pl (")

Ley de momentos �ectores

La ley de momentos �ectores se obtiene calculando, para una sección dada, el momento
resultante en la sección de las fuerzas aplicadas a un lado de la misma. En el tramo AB;
para una sección a una distancia x del apoyo A, y calculando dorsalmente, se tiene:

M(x) = VA x =
1

8
p l x

o sea, una ley lineal a lo largo del tramo AB; con un máximo en la sección x = l=2; de
valor MB = pl2=16: En el tramo BC, para una sección a una distancia x del apoyo A,
y calculando dorsalmente, puede escribirse:
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M(x) = VA x� p

2

�
x� l

2

�2
=
pl

8

�
�4x

2

l
+ 5x� l

�

En este caso, la ley de variación del momento �ector es parabólica y la distancia
a la que se produce el valor máximo se obtiene derivando respecto a la variable x e
igualando a cero:

@M

@x
=
pl

8

�
�8x
l
+ 5

�
= 0 ) x =

5l

8

y se tiene:

Mmax =M(x =
5l

8
) =

9

128
pl2

Obsérvese que la ley de �ectores es continua en el punto B; y también lo es su derivada.

Fig. 4.10: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.1



112 CAPÍTULO 4. LEYES DE ESFUERZOS

Ley de esfuerzos cortantes

Calculemos la resultante R en una sección cualquiera de la viga sumando las fuerzas
aplicadas a un lado de la sección. En este caso la resultante tiene como única compo-
nente el esfuerzo cortante Ty y, por lo tanto, los axiles son nulos en toda la pieza.

En el tramoAB, calculando dorsalmente, se tiene que la ley de variación es constante
de valor igual a la reacción VA. En el tramo BC, en una sección situada a una distancia
x del apoyo A, y calculando dorsalmente, la proyección de R sobre la sección es igual
a la suma de la reacción VA más la resultante de la carga repartida comprendida entre
la sección B y la sección considerada; por tanto, la ley de esfuerzo cortante es lineal.
Se tiene:

Tramo AB : Ty = VA = �1
8
pl

Tramo BC : Ty = VA + p

�
x� l

2

�
= �5

8
pl + px

En la Figura 4.10 se representan las reacciones, diagramas de momentos �ectores y
de esfuerzos cortantes, respectivamente. Se observa que a una distribución constante
del cortante le corresponde una variación lineal del �ector, y que a una distribución
lineal del cortante le corresponde una variación parabólica del �ector.

Ejemplo 4.4.2

La viga ABCDE de la Figura 4.11 está sometida a una carga puntual P de 200 kN en
la sección B y a una carga uniformemente repartida p de 20 kN/m en el tramo CE:
Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos.

Fig. 4.11: Estructura del Ejemplo 4.4.2
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Cálculo de reacciones

Aplicando las condiciones de equilibrio (suma nula de fuerzas verticales, suma nula
de momentos respecto al punto A y momento �ector nulo en las rótulas B y D), y
trabajando en kN y m, pueden escribirse las siguientes ecuaciones (ver Figura 4.12):

VA + VC + VE = 400

MA + 10VC + 20VE = 4:000

MA � 5VA = 0

5VE � 250 = 0

Resolviendo estas ecuaciones, se obtienen los valores de las reacciones en el empo-

tramiento A y en los apoyos C y E:

VA = 100 kN (") ; VC = 250 kN (")
MA = 500 kN �m (	) ; VE = 50 kN (")

Ley de momentos �ectores

En el tramo AB, cortando la estructura a una distancia x del apoyo A y calculando el
momento �ector dorsalmente se obtiene:

M(x) = �MA + VA x = �500 + 100x

que es una ley lineal. Para x = 5 m se tiene MB = 0, como corresponde a una rótula.
En el tramo BC se tiene:

M(x) = �MA + VA x� 200(x� 5) = 500� 100x

que es también una ley lineal. Para x = 10 m se tiene el momento en el apoyo C,
MC = �500 kN�m. En el tramo CE, se tiene que:

M(x) = �MA + VA x� 200(x� 5) + VC (x� 10)�
p

2
(x� 10)2

= �3:000 + 350x� 10x2

que es una ley parabólica, con su valor máximo situado a una distancia xmax del apoyo
A que puede determinarse igualando a cero la derivada de la ley de momentos respecto
a la variable x. En este caso, xmax = 17; 5 m y el valor del momento correspondiente
es Mmax(x = xmax) = 62; 5 kN�m.
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Ley de esfuerzos cortantes

Calculando la resultante de las fuerzas situadas a un lado de la sección y determinando
la componente paralela a la misma se obtiene la variación del esfuerzo cortante en cada
tramo de la estructura. En el tramo AB; calculando dorsalmente, dicha resultante es
constante e igual a VA:

Ty = VA = �100 kN

En el tramo BC; la resultante de las fuerzas a un lado de la sección es también un valor
constante, igual a la suma de la reacción VA más la fuerza aplicada en B:

Ty = VA + 200 = 100 kN

Por último, en el tramo CE y siguiendo el mismo procedimiento se obtiene:

Ty = 100� 250 + 20(x� 10) = �350 + 20x

Fig. 4.12: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.2
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que es una ley lineal. Nótese que en cada tramo la ley de esfuerzos cortantes coincide
con la derivada de la ley de momentos �ectores respecto a la variable x (cambiada de
signo), tal como exige el equilibrio de la rebanada.

En la Figura 4.12 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la viga
ABCDE.

Ejemplo 4.4.3

La estructura ABCD de la Figura 4.13 está empotrada en la sección A y sometida
a una carga vertical p de 30 kN/m, uniformemente repartida sobre el eje de la viga
CBD; inclinada un ángulo � respecto a la horizontal. Calcular y dibujar las leyes de
esfuerzos.

Fig. 4.13: Estructura del Ejemplo 4.4.3

Cálculo de reacciones

Partiendo de las ecuaciones de equilibrio se calculan en primer lugar las reacciones
externas. Imponiendo que la suma de fuerzas verticales y la suma de momentos en el
empotramiento A sean cero, se tiene (ver Figura 4.14a):
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Fig. 4.14: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.3

RA = 30 � 7; 5 = 225 kN (")
MA = 225 � (5� 3; 75) cos� = 225 kN �m (	)

donde � es el ángulo de inclinación de las barras BC y BD.

Ley de momentos �ectores

Calculando dorsalmente se tiene que la ley de momentos �ectores en el pilar AB es
constante y de valor MA = 225 kN�m: En la viga CB; para una sección a una distancia
s del extremo C (ver Figura 4.14b), se tiene:
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M(x) = �30s x
2
= �15 s x = �15 x2

cos�

La ley de �ectores es parabólica y para x = 2 m se obtiene MB = �75 kN�m, valor del
momento �ector en la sección B del tramo CB. Análogamente, en la viga BD; para
una sección a una distancia s1 del extremo D (ver Figura 4.14b) se obtiene:

M(x1) = �30 s1
x1
2
= �15 s1 x1 = �15

x21
cos�

ley parabólica que para x1 = 4 m toma el valor del momento �ector en la sección B del
tramo BD; MB = �300 kN�m.

Ley de esfuerzos cortantes

Calculando dorsalmente se tiene que la ley de esfuerzo cortante en el pilar AB es cero.
Nótese que la ley de momentos �ectores en el pilar AB es constante y, en consecuencia,
su derivada primera es nula.

En los tramos CB y BD se tiene, proyectando la resultante de fuerzas sobre el
plano de la sección:

TCB = 30 s cos� = 30x

TBD = (30 s� 225) cos� = 30x� 225 cos�

Ambas leyes son lineales, como corresponde a una variación parabólica del �ector.

Ley de esfuerzos axiles

Calculando dorsalmente se tiene que la ley de esfuerzo axil en el pilar AB es de com-
presión, constante y de valor N = 225 kN.

En los tramos CB y BD la ley de axiles se obtiene proyectando la resultante de
fuerzas sobre la normal al plano de la sección. Se tiene:

NCB = 30 s sin�

NBD = (30 s� 225) sin�

Ambas leyes son lineales, como corresponde a una carga uniforme. Obsérvese que, sobre
cada sección, la composición vectorial de los correspondientes esfuerzos cortante y axil
es igual a la resultante de fuerzas R sobre la sección, que es una fuerza vertical. En la
Figura 4.14 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.
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Ejemplo 4.4.4

El pórtico de la Figura 4.15 está sometido a una carga p de 20 kN/m, uniformemente
distribuida según la proyección horizontal del dintel BC; y a dos fuerzas concentradas
horizontales de 30 kN que actúan en las secciones E y F (estas fuerzas puntuales
representan un cable postesado anclado en las nudos E y F ). Calcular y dibujar las
leyes de esfuerzos.

Fig. 4.15: Estructura del Ejemplo 4.4.4

Cálculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las condiciones de
equilibrio. Se obtiene que la reacción horizontal HA es nula y:

VA + VD = 200

10VD = 20 � 10 � 5

y, por lo tanto:

VA = 100 kN (") ; VD = 100 kN (")
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Ley de momentos �ectores

En los tramos AE y DF de ambos pilares la ley de momentos �ectores es nula. Conti-
nuando con el pilar AB, a partir de la sección E; y calculando dorsalmente, se obtiene:

M(s) = �30s

siendo s la distancia desde E: Es una ley de variación lineal que para s = 2 m propor-
ciona el valor del momento �ector en la sección B, MB = �60 kN�m.

Análogamente, en el pilar DC se obtiene:

M(s1) = �30s1

siendo s1 la distancia desde F: Es una ley de variación lineal que en la sección C

(s1 = 4m) toma el valor MC = �120 kN�m.
En el dintel BC; para una sección a una distancia x de la sección B; se tiene

M(x) = VA x� 30
�
2 +

2

10
x

�
� 20 x

2

2
= �60 + 94 x� 10x2

que es una ley parabólica, con su valor máximo situado a una distancia xmax de la
sección B; que puede determinarse igualando a cero la derivada de la ley de momen-
tos respecto a la variable x. En este caso, xmax = 4; 7 m y el valor del momento
correspondiente es Mmax(x = xmax) = 160; 9 kN�m.

Ley de esfuerzos cortantes

El esfuerzo cortante en el primer tramo AE del pilar AB es nulo. A partir de la sección
E el valor del esfuerzo cortante coincide con la fuerza horizontal aplicada en dicha
sección. Por tanto, la ley es constante y de valor:

TEB = 30 kN

Análogamente, en el pilar DC se tiene un valor de cortante nulo hasta la sección F .
En el tramo de pilar FC la ley de esfuerzo cortante es constante, de valor coincidente
con el valor de la fuerza horizontal aplicada en F :

TFC = 30 kN

En el tramo BC; inclinado un ángulo � respecto a la horizontal, para una sección
situada a una distancia x del extremo B la proyección de la resultante de las fuerzas
sobre el plano de la sección es igual a:

TBC = (�VA + 20 x) cos�+ 30 sin �
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que es una ley lineal, de valor TB = �92; 17 kN para la sección B (x = 0). Nótese que
para x = 4; 7 m el valor del esfuerzo cortante es cero, como corresponde a la sección de
máximo momento en el tramo BC.

Ley de esfuerzos axiles

En los pilares AB y CD los axiles son de compresión, constantes y de valor igual a las
reacciones verticales en los respectivos apoyos. Por tanto,

NAB = NCD = �100 kN (C)

Fig. 4.16: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.4
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En el tramo BC; calculando dorsalmente, se tiene

NBC = (�100 + 20 x) sin �� 30 cos�

que es una ley lineal, con los valores extremos NB = �49 kN y NC = �9; 8 kN para las
secciones B y C, respectivamente.

En la Figura 4.16 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.

Ejemplo 4.4.5

Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos para la estructura de la Figura 4.17, sometida
a una fuerza horizontal F actuando en la sección B0.

Fig. 4.17: Estructura del Ejemplo 4.4.5

Cálculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las condiciones de
equilibrio de fuerzas y momentos (en A) y la condición de momento �ector nulo en la
rótula C (calculado dorsalmente). Se tiene (Figura 4.18a):
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HA �HA0 � F = 0

VA � VA0 = 0

HA0 a� VA0 a = 0

VA
2a

3
�HA

a

3
= 0

de donde:

VA = F (") ; VA0 = F (#) ; HA = 2F (!) ; HA0 = F ( )

Ley de momentos �ectores

En el pilar AB; para una sección situada a una distancia y del apoyo A; se tiene:

MAB = �HA y = �2Fy

ley de momento �ector lineal, que para y = a, proporciona el valor del momento �ector
en la sección B; MB = �2Fa: En el pilar B0A0, para una sección situada a una distancia
(a� y) de la sección A0 se tiene:

MB0A0 = HA0 (a� y) = F (a� y)

ley de momentos lineal con valor máximo MB0 = Fa. En el tramo BB0; para una
sección situada a una distancia x; y del apoyo A, puede escribirse:

MBB0 = �HA y + VA x = F (x� 2y)

ley de momento �ector lineal, con valores extremos MB = �2Fa y MB0 = Fa.

Ley de esfuerzos cortantes

Al ser lineales las leyes de �ectores en todas las barras, los cortantes son uniformes en
cada una de ellas. En los pilares se tiene:

TAB = HA = 2F

TB0A0 = HA0 = F

valores coincidentes con las reacciones horizontales. En la barra BB0 se tiene:

TBB0 =

p
2

2
(VA +HA) =

3
p
2

2
F
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Fig. 4.18: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.5

Ley de esfuerzos axiles

Procediendo de manera similar al apartado anterior, se halla la componente de R normal
a las secciones, y se obtienen los valores del esfuerzo axil, constantes en cada pieza:

NAB = �F ; NBB0 = �
p
2

2
F ; NB0A0 = �F

En la Figura 4.18 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.
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Ejemplo 4.4.6

El pórtico isostático de la Figura 4.19 está sometido a una carga p de 20 kN/m, uni-
formemente distribuida en el dintel BD. Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos.

Fig. 4.19: Estructura del Ejemplo 4.4.6

Cálculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las ecuaciones de
equilibrio y la condición de que el momento �ector en la rótula sea nulo. Se tiene (ver
Figura 4.20a):

HA �HE = 0

VA + VE = 20 � 5
9VA = 20 � 5 � 4; 5

4VA � 5HA = 20 � 2 � 1

y, por tanto, las reacciones son:

VA = VE = 50 kN (") ; HA = 32 kN (!) ; HE = 32 kN ( )
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Obsérvese que las reacciones son simétricas, a pesar de la posición asimétrica de la
rótula.

Ley de momentos �ectores

En una sección genérica del tramo AB, utilizando los ejes de referencia (x; y) de la
Figura 4.20 y calculando de forma dorsal, se tiene:

MAB = VA x�HA y
= 50 x� 32 y

ley lineal con valor máximo MB = �60 kN�m. En el tramo DE, procediendo ahora
frontalmente, se obtiene también una ley lineal, simétrica respecto al eje vertical que
pasa por el centro del dintel:

MDE = VE (9� x)�HE y
= 50 (9� x)� 32 y

En el dintel BD, trabajando dorsalmente, se puede escribir:

MBD = VA x�HA y �
p

2
(x� 2)2

= 50 x� 32 � 5� 20
2
(x� 2)2 = �10 x2 + 90 x� 200

que es una ley parabólica que se anula en la rótula y tiene valores máximos en los
extremos MB =MD = �60 kN�m. El valor del �ector en el centro es de 2; 5 kN�m.

Obsérvese que, dada la simetría de las cargas y reacciones, los �ectores en la estruc-
tura son simétricos respecto al eje vertical central.

Ley de esfuerzos cortantes

En los pilares AB y DE los cortantes son constantes, ya que la ley de �ectores en
ellos es lineal. Su valor se obtiene proyectando sobre la sección las componentes de la
reacción en A y E; respectivamente:

TAB = �VA cos�+HA sin � = 11 kN

TDE = �VE cos�+HE sin � = 11 kN

donde � es el ángulo de inclinación de los soportes. En el tramo BD; calculando
dorsalmente, se tiene

TBD = �VA + p (x� 2)
= �50 + 20 (x� 2)



126 CAPÍTULO 4. LEYES DE ESFUERZOS

Fig. 4.20: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.6

que es una ley lineal con valores extremos TB = �VA y TD = VE , y de valor nulo en el
centro del dintel, por simetría.

Ley de esfuerzos axiles

Procediendo de manera similar, se calculan los axiles en cada barra. Sobre los soportes,
basta con proyectar sobre sus direcciones respectivas las reacciones horizontales y ver-
ticales de los apoyos correspondientes. En el dintel se sigue el mismo procedimiento,
ya que la proyección de la carga lateral sobre la barra es nula.

Se obtienen así las leyes de esfuerzos axiles

NAB = NDE = �(VA sin�+HA cos�) = �58; 3 kN
NBD = �HA = �32 kN

Se observa que son leyes constantes en cada tramo y, además, son simétricas.
En la Figura 4.20 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.



5 Esfuerzo Axil

5.1 Introducción

Una pieza está sometida a tracción o compresión simple cuando sobre sus secciones
actúan únicamente esfuerzos axiles, es decir, fuerzas normales a las secciones y aplicadas
en sus respectivos centros de gravedad (ver Figura 5.1). Consideramos positivos los
axiles de tracción, y negativos los de compresión.

Dado que los diferentes esfuerzos que actúan sobre una sección no son sino las
fuerzas y momentos resultantes de las tensiones que actúan sobre dicha sección, deben
cumplirse las siguientes igualdades integrales:

N =

Z
S
�x dS ; Ty =

Z
S
�xy dS = 0

Tz =

Z
S
�xz dS = 0 ; Mt =

Z
S
(�xz y � �xy z) dS = 0 (5.1)

My =

Z
S
�x z dS = 0 ; Mz = �

Z
S
�x y dS = 0

Obviamente, estas ecuaciones integrales no bastan para determinar de forma única
la distribución de tensiones en la sección. Es necesario, por tanto, establecer hipótesis
simpli�cativas relativas a la deformación de la pieza que permitan tal determinación.

5.2 Esfuerzo axil en una pieza recta

En el caso de una pieza recta sometida a esfuerzo axil se hace la siguiente hipótesis de
deformación, que se conoce con el nombre de hipótesis de Bernoulli:
�durante la deformación de una pieza recta sometida a esfuerzo axil las secciones
transversales permanecen planas y paralelas a sí mismas�.

La idoneidad de esta hipótesis puede comprobarse experimentalmente, siempre que
la pieza sea larga y en las zonas en que pueda aplicarse el principio de Saint-Venant.

127



128 CAPÍTULO 5. ESFUERZO AXIL

Fig. 5.1: Esfuerzo axil sobre una sección

De acuerdo con la hipótesis anterior, una rebanada diferencial limitada por las
secciones S1 y S2 puede deformarse de acuerdo con la Figura 5.2a, y transformarse en
S01S

0
2; o bien, según la Figura 5.2b, y transformarse en S

00
1S

00
2 .

En el caso (a) no hay distorsión de los elementos diferenciales de volumen, es decir,

xy = 
xz = 0 en todos los puntos de la sección y, en consecuencia, �xy = �xz = 0. En
el caso (b) se tiene 
xy = cte y 
xz = cte, de acuerdo con la hipótesis de deformación y,
por lo tanto, �xy = cte y �xz = cte para todos los puntos de la sección. Las ecuaciones
(5.1) que relacionan tensiones tangenciales y esfuerzos cortantes son entonces:

Ty = �xy

Z
S
dS = 0 ; Tz = �xz

Z
S
dS = 0 ) �xy = �xz = 0 (5.2)

Fig. 5.2: Hipótesis de deformación de Bernoulli
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Fig. 5.3: Elongaciones y tensiones en la rebanada

Por lo tanto, las tensiones tangenciales y las distorsiones necesariamente son nulas,
con lo que la rebanada se deforma necesariamente según el caso (a), y las ecuaciones
integrales (5.1) segunda, tercera y cuarta se cumplen idénticamente.

Además, y según se muestra en la Figura 5.3, en la deformación de la rebanada todas
las �bras se deforman paralelas al eje de la pieza y sufren una deformación longitudinal
idéntica, e igual a:

"x =
du

dx
(5.3)

donde du es la elongación (positiva si es de alargamiento y negativa en caso contrario)
de la rebanada de longitud dx.

Si el material de la pieza es elástico lineal y se cumple la ley de Hooke, la deformación
longitudinal "x es igual a:

"x =
�x
E
� �

E
(�y + �z) (5.4)

donde E es el módulo de Young del material y � su coe�ciente de Poisson. Al ser nulas
o despreciables, en este caso, las tensiones normales en planos paralelos al eje de la
pieza, �y y �z, se tiene simplemente:

"x =
�x
E

) �x = E "x (5.5)

Dado que las deformaciones son iguales para todas las �bras, también lo son las ten-
siones, es decir, existe una distribución uniforme de tensiones normales �x en cada
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Fig. 5.4: Esfuerzo axil: distribución uniforme de tensiones

sección de la viga (Figura 5.4). Por tanto, las ecuaciones (5.1) pueden escribirse:

N = �x

Z
S
dS = �xA (5.6a)

My = �x

Z
S
z dS � 0 (5.6b)

Mz = �x

Z
S
y dS � 0 (5.6c)

ya que los ejes (y; z), al ser los ejes principales de inercia de la sección, pasan por el
centro de gravedad de ésta. En lo sucesivo, denominaremos A al área de la sección. De
la ecuación (5.6a) resulta:

�x =
N

A
y "x =

N

EA
(5.7)

La deformación longitudinal de la rebanada viene acompañada de una deformación
lateral debida al efecto de Poisson de valor:

"y = "z = ��"x = �
�N

EA
(5.8)

Asimismo, debe hacerse notar que la hipótesis de alargamiento uniforme de las �-
bras y la correspondiente distribución uniforme de tensiones normales es exacta cuando
las fuerzas exteriores aplicadas estén uniformemente repartidas sobre las secciones cor-
respondientes. En el caso de no serlo, según el Principio de Saint-Venant, los resultados
obtenidos serán válidos para secciones alejadas lo su�ciente de los puntos donde se apli-
can las cargas. La distancia a la que esta hipótesis será cierta es aproximadamente
igual a las dimensiones transversales de la pieza. Así, en la Figura 5.5 la distribución
de tensiones es uniforme en una sección tal como la SB, su�cientemente alejada de los
extremos de la pieza, pero no en una como la SA, donde el efecto local de cómo están
aplicadas las cargas es aún perceptible.
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Fig. 5.5: Esfuerzo axil y Principio de Saint-Venant

La variación de longitud total de la pieza, es decir, el alargamiento o el acortamiento
de ésta, se obtiene por integración de las deformaciones longitudinales sobre todas las
rebanadas de la pieza, es decir:

�l =

Z
l
"x(x) dx =

Z
l

N(x)

EA(x)
dx (5.9)

donde se admite que tanto la ley de axiles, N(x), como la sección de la pieza, A(x),
puedan variar a lo largo de la longitud l de ésta. Si la sección de la pieza A es constante
y la ley de esfuerzos axiles es uniforme (Figura 5.6), el alargamiento total de la pieza
es:

�l =
N l

EA
(5.10)

Fig. 5.6: Axil uniforme
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Esta expresión puede escribirse como �l = N =k, con k = EA=l, representando la
rigidez de la pieza a esfuerzo axil.

Las fórmulas anteriores valen tanto para esfuerzos de compresión como para esfuer-
zos de tracción. En el caso de compresión, todo lo anterior es válido a condición de que
la pieza no sea demasiado larga en relación a las dimensiones de la sección transversal,
porque en ese caso el equilibrio de la pieza puede ser inestable, fenómeno conocido con
el nombre de pandeo.

Ejemplo 5.2.1

Calcular el alargamiento total de una pieza de sección constante A y longitud l, sometida
a la acción de su propio peso Q uniformemente repartido (Figura 5.7).

Fig. 5.7: Pieza sometida a peso propio

Sea 
 =Q=Al el peso especí�co del material de la pieza. Según se observa en la
Figura 5.7, la ley de axiles es lineal, y viene dada por la expresión:

N(x) = 
 Ax

La ley de tensiones sobre cada sección se obtiene simplemente como :

�x =
N(x)

A
= 
 x

y es también lineal. El alargamiento total será igual a:

� l =

Z
l

N(x)

EA
dx =

Z l

o


 xdx

E
=

 l2

2E
=

Ql

2EA
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Ejemplo 5.2.2

Calcular la máxima longitud que puede tener un cable suspendido verticalmente y
sometido a su peso propio (Figura 5.8). Supóngase una tensión admisible de valor
�adm .

Fig. 5.8: Cable suspendido verticalmente

Según los resultados del ejercicio anterior, la tensión máxima se produce en la
sección superior del cable, que soporta una tensión

�x(x = l) =

 A l

A
= 
 l

y debe ser
�x � �adm ) lmax �

�adm



Un acero de alta resistencia puede tener un peso especí�co de 
 = 75:000 N/m3 y
una tensión admisible de �adm = 1:500 MPa = 1.500 N/mm2: Operando, resulta una
longitud máxima de lmax � 20 � 103m = 20 km.

Ejemplo 5.2.3

Un pilote de madera, de longitud l, área transversal A y módulo de elasticidad E, está
enterrado y soporta una carga P únicamente por fricción a lo largo de su perímetro
longitudinal (Figura 5.9a). Se supone que la fuerza de fricción f por unidad de longitud
del pilote está repartida uniformemente en la super�cie del pilote. Calcular: (a) la
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Fig. 5.9: Pilote, ley de axiles y distribución de tensiones del Ejemplo 5.2.3

distribución de tensiones a lo largo del pilote y (b) el acortamiento � del pilote en
función de P , l, E y A.

(a) Distribución de tensiones a lo largo del pilote

Si la carga P es soportada únicamente por la fuerza de fricción f , repartida uni-
formemente a lo largo del pilote, por equilibrio debe cumplirse:

P = f � l

y la ley de axiles en el pilote puede expresarse por:

N(x) = P � f (l � x) = P � P

l
(l � x) = P

x

l

que es una ley lineal en función de la coordenada x, medida desde el extremo inferior
del pilote (Figura 5.9).

Por otra parte, la tensión normal en una sección genérica situada a la distancia x
es:

�x(x) =
N(x)

A
=
P

A

x

l

Las tensiones normales en el pilote son de compresión y su distribución es lineal en
función de x (Figura 5.9).
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(b) Acortamiento del pilote

El pilote está sometido a un axil de compresión que varía linealmente con la coor-
denada x. Por tanto, su longitud inicial sufre un acortamiento �, que en función de P ,
l, E y A, se expresa por:

� =

Z l

0

N(x)

EA
dx =

Z l

0

P (x=l)

EA
dx =

Pl

2EA

Ejemplo 5.2.4

La estructura articulada ABC de la Figura 5.10 está formada por dos barras del mismo
material y secciones transversales de áreas A1 y A2. Para una carga P actuando en C
determinar las tensiones y alargamientos en las barras.
Datos: P = 40 kN, L = 3m y � = 30 �; A1 = 5 cm2; A2 = 10 cm2, E = 200 � 109N=m2.

Fig. 5.10: Estructura del Ejemplo 5.2.4 y equilibrio de fuerzas en C

La estructura es isostática y los axiles en las barras 1 y 2 pueden calcularse direc-
tamente por equilibrio de fuerzas en el nudo C:

N1 =
P

sin�
= 80 kN (tracción)

N2 = � P

tan�
= �69; 3 kN (compresión)
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Las tensiones en las barras son:

�1 =
N1
A1

=
80

5 � 10�4 = 160MPa

�2 =
N2
A2

=
�69; 3
10 � 10�4 = �69; 3MPa

y los alargamientos correspondientes son:

�1 =
N1 l1
EA1

=
80 � 3= cos�

200 � 106 � 5 � 10�4 = 0; 277 cm

�2 =
N2 l2
EA2

=
�69; 3 � 3

200 � 106 � 10 � 10�4 = �0; 104 cm

Obsérvese que la barra 1 está traccionada y sufre un alargamiento, mientras que la
barra 2 está comprimida y sufre un acortamiento, tal como indican los signos positivo
y negativo, respectivamente.

Ejemplo 5.2.5

La estructura articulada de la Figura 5.11 está formada por cinco barras del mismo
material y secciones transversales iguales, de área A. Para una fuerza horizontal F
actuando en el nudo B; determinar: (a) los axiles en las barras y (b) los alargamientos
correspondientes.

Fig. 5.11: Estructura del Ejemplo 5.2.5 y equilibrio de fuerzas en los nudos C y B
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Datos: F = 10 kN, a = 4 m, A = 5 cm2, E = 200 � 109 N=m2.
(a) La estructura es isostática y las reacciones en los apoyos C y D pueden deter-

minarse por equilibrio de fuerzas y momentos. Así:

HC = F ( ) ; VC = F (#) ; VD = F (")

Análogamente, los axiles en las barras pueden calcularse considerando el equilibrio
de fuerzas los nudos (Figuras 5.11b y (c):

nudo D ) N4 = �F ; N5 = 0

nudo C ) N1 = 0 ; N3 =
p
2F

nudo A ) N2 = 0

La barra 3 trabaja a tracción y la barra 4 a compresión. Las barras 1, 2 y 5 no
trabajan para la carga aplicada en este caso.

(b) El alargamiento de la barra 3 es:

�3 =
N3L3
EA

=

p
2F
p
2a

EA
= 2

Fa

EA
= 0; 8 � 10�3m

y el acortamiento de la barra 4 es:

�4 =
N4L4
EA

=
�Fa
EA

= �0; 4 � 10�3m

Ejemplo 5.2.6

Para la estructura articulada de acero de la Figura 5.12 se pide: (a) resolver la estruc-
tura hallando los axiles en todas las barras, (b) dimensionar la estructura con un único
per�l IPN y (c) calcular los alargamientos producidos para la sección escogida.
Datos: L = 3 m, P = 150 kN, E = 200 GPa, �adm= 75 MPa.

(a) La estructura es isostática y las reacciones se obtienen planteando el equilibrio
de fuerzas y momentos: X

FH = H1 + 150 = 0X
FV = V1 + V3 = 0X
M1 = V3L� 150L = 0
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Fig. 5.12: Estructura del Ejemplo 5.2.6

De las ecuaciones anteriores se obtiene:

H1 = 150 kN ( ) V1 = 150 kN (#) V3 = 150 kN (")

De igual manera, los axiles en las barras se obtienen planteando el equilibrio en los
nudos:

nudo 1 ) N12 = 150 kN ; N13 = 150 kN

nudo 2 ) N23 = �150
p
2 = �212; 5 kN

Las barras 12 y 13 están traccionadas mientras que la barra 23 está comprimida, según
indican los signos de los axiles respectivos.

(b) La estructura se dimensiona para que en ningún punto de la misma se supere la
tensión admisible �adm . Al ser el axil constante en cada barra, la tensión será constante
en cada una de las barras y además constante en toda la sección. Por tanto, la tensión
máxima se dará en la barra cuyo axil sea mayor, es decir, en la barra 23.

�max =
Nmax
A

< �adm ) A >
Nmax
�max

=
150
p
2 kN

75 � 103 kN=m2 = 28; 3 cm
2

El per�l que cumple la condición de tensión máxima es el IPN200, cuya sección tiene
un área de 33; 5 cm2, por lo que toda la estructura se dimensiona con este per�l.
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(c) Las deformaciones que se producen en todas las barras construidas con un per�l
IPN200 son los siguientes:

�12 = �13 =
150 � 3

2 � 108 � 33; 5 � 10�4 = 0; 67 � 10
�3m

�23 =
�150

p
2 � 3
p
2

2 � 108 � 33; 5 � 10�4 = �1; 34 � 10
�3m

Las barras 12 y 13 sufren un alargamiento mientras que en la barra 23 se produce
un acortamiento.

Ejemplo 5.2.7

Para la cercha de la Figura 5.13 (estructura articulada) sometida a una carga vertical
de 600 kN, se pide: (a) calcular los axiles en las barras. (b) Dimensionar la estruc-
tura con un per�l IPN, siendo la tensión admisible del material �adm . (c) Calcular
el alargamiento de cada barra suponiendo toda la estructura construida con el per�l
escogido en (b).
Datos: P = 600 kN, a = 4:5m, h = 6 m, �adm = 140MPa, E = 200 GPa.

(a) La estructura es isostática y las reacciones pueden obtenerse directamento por
equilibrio de fuerzas y momentos.

Fig. 5.13: Cercha del Ejemplo 5.2.7
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X
FH = H1 = 0X
FV = V1 + V10 � 600 = 0X
M1 = 18V10 � 600 � 9 = 0

De donde:

H1 = 0 V1 = 300 kN (") V10 = 300 kN (")

Los axiles en las barras se determinan por equilibrio de fuerzas en los nudos. Ob-
sérvese que la estructura es simétrica y está cargada simétricamente, esto signi�ca que
los esfuerzos también serán simétricos:

nudo 1 ) N12 = 225 kN (T) ; N14 = �375 kN (C)
nudo 4 ) N42 = 300 kN (T) ; N45 = �225 kN (C)
nudo 2 ) N23 = 450 kN (T) ; N25 = �375 kN (C)
nudo 3 ) N35 = 600 kN (T) ;

(b) La cercha se dimensiona para que en ningún punto se supere la tensión admisible
�adm : El dimensionamiento se hace para la barra más cargada; la barra que soporta un
axil mayor es la barra 35 con un axil N = 600 kN de compresión.

La tensión en una sección de dicha barra debe cumplir:

� =
N

A
� �adm ) A � N

�adm
=

600

140 � 103 = 42; 9 cm
2

Por tanto, el área mínima que debe tener la sección de la barra es 42,9 cm2: El per�l
más pequeño que supera ese área es el IPN240 con un área de 46; 1 cm2.

(c) Al ser constantes el axil y la sección en cada barra, el alargamiento de cada
rebanada es constante en toda la barra, con lo que el alargamiento total de la barra se
calcula mediante:

� =
Nl

EA

Suponiendo que la estructura se construye con el per�l IPN240 el área es 46,1 cm2.
La longitud de las barras horizontales es 4,5 m, la de los montantes verticales es 6,0 m,
mientras que las barras inclinadas miden 7,5 m. Con estos datos, los alargamientos de
las barras de la estructura resultan:
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�12 =
225 � 4; 5

2 � 108 � 46; 1 � 10�4 = +1; 10 � 10
�3m

�14 =
�375 � 7:5

2 � 108 � 46:1 � 10�4 = �3; 05 � 10
�3m

�24 =
300 � 6; 0

2 � 108 � 46; 1 � 10�4 = +1; 95 � 10
�3m

�23 =
450 � 4; 5

2 � 108 � 46; 1 � 10�4 = +2; 20 � 10
�3m

�25 =
�375 � 7; 5

2 � 108 � 46; 1 � 10�4 = �3; 05 � 10
�3m

�45 =
�225 � 4; 5

2 � 108 � 46; 1 � 10�4 = �1; 10 � 10
�3m

�35 =
600 � 6; 0

2 � 108 � 46; 1 � 10�4 = +3; 90 � 10
�3m

Las barras 12, 24, 23, y 35 se alargan, mientras que las barras 14, 25 y 45 se acortan,
tal como indican los signos de los alargamientos respectivos.

5.3 Cables

Los cables son tirantes �exibles que trabajan a tracción. Los cables están limitados sólo
por su peso y su forma de anclaje. A continuación, se desarrollan algunos ejemplos de
aplicación.

Ejemplo 5.3.1

Una grúa de carga, compuesta por un larguero de acero AC sostenido por un cable BD,
soporta una carga P como indica la Figura 5.14a. El cable tiene un área transversal
Ac = 481 mm2 y un módulo de elasticidad Ec. Calcular: (a) la tensión en el cable
cuando actúa la carga P y (b) la variación de longitud del cable correspondiente.
Datos: h = 1; 5 m, l1 = 3; 2 m, l2 = 1; 6 m, P = 30 kN, Ec = 140 GPa.

El cable y el eje del larguero forman un ángulo � igual a:

tan� =
h

l1
=
1; 5

3; 2
= 0; 4687 ) � = 25; 11o
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Fig. 5.14: Grúa de carga y equilibrio de fuerzas del Ejemplo 5.3.1

Por equilibrio de momentos en A (Figura 5.14):

T sin� = P

�
l1 + l2
l1

�
Por tanto, la fuerza de tracción en el cable T y el axil NAB en el larguero son iguales a:

T =
P

sin�

l1 + l2
l1

=
30

0; 42436
� 1; 5 = +106 kN

NAB = �T cos� = � 30

0; 4687
� 1; 5 = �96 kN

Nótese que el cable está traccionado (axil positivo) y el larguero entre A y B está
comprimido (axil negativo).

(a) Tensión en el cable

La tensión en el cable es uniforme, de valor:

� =
T

Ac
=
106 � 103
481 � 10�6 = 220MPa

La tensión en el cable es positiva, es decir, de tracción.
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(b) Alargamiento del cable

Dado que la deformación es uniforme, y teniendo en cuenta que lBD = l1= cos� =

3; 53m, el alargamiento del cable es:

�lBD =
NBD � lBD
Ec �Ac

=
106 � 103 � 3; 53

140 � 109 � 481 � 10�6 = 5; 55 � 10
�3m

Ejemplo 5.3.2

Un cable de acero de diámetro d, área Ac y longitud l se usa para levantar una viga
metálica que pesa P kN (Figura 5.15). El cable tiene un módulo de elasticidad Ec y
su carga máxima es Pmax. Calcular: (a) la tensión en el cable a levantar la carga, (b)
su alargamiento y (c) cúal es el coe�ciente de seguridad del cable respecto a su carga
máxima.
Datos: d = 12mm, Ac = 76; 7mm2, l = 10m, Ec = 140 GPa, P = 20 kN, Pmax =
80 kN.

Fig. 5.15: Ejemplo 5.3.2

(a) Tensión en el cable

Al levantar la viga metálica, el cable está traccionado. Si no se tiene en cuenta el
peso propio del cable, el axil es uniforme y su valor es N = P . La tensión en el cable
es:

� =
P

A
=

20 � 103
76; 6 � 10�6 = 261MPa
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(b) Alargamiento del cable

Dado que el esfuerzo axil en el cable es uniforme, el alargamiento que sufre el cable
al levantar la viga es:

� =
Pl

EcAc
=

20 � 103 � 10
140 � 109 � 76; 6 � 10�6 = 1; 86 � 10

�2m

(c) Coe�ciente de seguridad respecto a la carga Pmax

Si la carga máxima que soporta la viga es Pmax, el coe�ciente de seguridad n es:

n =
Pmax
P

=
80

20
= 4

Ejemplo 5.3.3

Una placa cuadrada de hormigón armado, de lado a y espesor b, se levanta por medio
de cuatro cables unidos a la placa y a un gancho superior según muestra la Figura 5.16.
El área de cada cable es Ac = 173 mm2. Calcular la tensión de tracción en los cables
debida al peso de la losa y su alargamiento, teniendo en cuenta que el peso especí�co
del hormigón es 
.
Datos: h = 1; 8 m, a = 3 m, b = 0; 20m, 
 = 24 kN=m3, Ec = 140 GPa.

Fig. 5.16: Placa del Ejemplo 5.3.3
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Si 
 es el peso especí�co del hormigón armado, el peso de la placa es:

P = a2b 
 = 3 � 3 � 0; 20 � 24 = 43; 2 kN

De acuerdo a la geometría del problema (Figura 5.16), la longitud de la diagonal es d
= a
p
2 = 2; 21m y la longitud del cable es l =

p
h2 + (d=2)2 = 2; 85m. Por otra parte,

el cos� = h= (d=2) = 0; 6315.
Teniendo en cuenta lo anterior, el esfuerzo axil de tracción en cada cable es:

N =
1

4

P

cos�
=

43; 2

4 � 0; 6315 = 17; 10 kN

El axil en los cables es uniforme. Por tanto, la tensión también es uniforme y de
valor:

� =
N

Ac
=
17; 10 � 103
173 � 10�6 = 98; 8MPa

y el alargamiento correspondiente resulta:

�l =
Nl

EcAc
=

17; 10 � 103 � 2:85
140 � 109 � 173 � 10�6 = 2; 12 � 10

�3m

Ejemplo 5.3.4

Un poste vertical de aluminio AB, de altura h y sección transversal A, se atiranta
mediante cuatro cables de acero simétricos de longitud l. Los puntos de anclaje de los
cables en la sustentación forman un cuadrado cuyo centro es la base del poste (Figura
5.17). Calcular el acortamiento del poste para una fuerza de tracción F en cada cable
si el módulo de elasticidad del aluminio es Eal.
Datos: h = 6 m, A = 110 cm2, l = 7; 5 m, F = 15 kN, Eal = 70 GPa.

Cada cable forma con el eje vertical del poste un ángulo �, tal que cos� = h=l = 0; 8.
Por tanto, la compresión que los cables transmiten al poste es:

N = �15 � 0; 8 � 4 = �48 kN

y el acortamiento que este axil de compresión produce es:

� =
N h

Eal A
=

48 � 103 � 6
70 � 109 � 110 � 10�4 = 0; 374 � 10

�3m
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Fig. 5.17: Poste del Ejemplo 5.3.4

5.4 Axil y temperatura

Es frecuente que las piezas estén sometidas a la acción del esfuerzo axil y a variaciones de
temperatura de forma concurrente. Recordando la Sección 2.4, la deformación térmica
es:

"T = ��T (5.11)

Y la ley de Hooke incluyendo el efecto térmico es:

"x =
�x
E
+ "T (5.12)

donde se han considerado despreciables las tensiones �y y �z. Entonces:

�x = E ("x � "T ) (5.13)

Si �x es uniforme en la sección, el axil es:

N =

Z
S
�xdS = �xA = EA ("x � "T ) (5.14)

de donde:

"x =
N

EA
+ "T (5.15)
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Ejemplo 5.4.1

Una viga en ménsula de longitud l está formada por un per�l de acero laminado de
tipo IPE240. Dicha viga se somete a una variación uniforme de temperatura �T > 0

(Figura 5.18). Se pide: (a) Dibujar las leyes de esfuerzos de la ménsula. (b) Calcular
el alargamiento que sufre la ménsula. (c) ¿Qué fuerza habría que aplicar en el extremo
libre para que la viga recuperase la longitud inicial? Calcular las nuevas leyes de
esfuerzos y las tensiones en toda la viga.
Datos: l = 2 m, �T = 10oC, � = 10�5 oC�1, A = 46; 1 cm2, E = 200 GPa.

Fig. 5.18: Ménsula del Ejemplo 5.4.1

(a) La estructura es isostática por lo que un incremento de temperatura no supone
un aumento de tensión. Por tanto, no se generan reacciones ni esfuerzos.

(b) Debido al incremento de temperatura �T la ménsula sufre una dilatación cons-
tante en toda la viga que vale:

"x = "T = ��T

En cada rebanada de longitud dx el incremento de longitud es:

du = "xdx = ��Tdx

Por tanto, el desplazamiento en el extremo libre es:

�l =

Z
l
"x dx = ��T

Z
l
dx = ��T � l = 0; 2 � 10�3 m

(c) La ménsula sometida al incremento de temperatura sufre un alargamiento �l =
0; 2 � 10�3 m, por lo que para recuperar su estado inicial es necesario aplicar un axil N
uniforme de compresión que provoque un acortamiento del mismo valor �l.
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�l =
Nl

EA
=) N =

EA

l
�l = �92; 2 kN

Una fuerza F = N aplicada en el extremo de la ménsula provoca una ley de axiles
uniforme e igual a N en toda la ménsula. Las correspondientes tensiones son:

�x =
N

A
=
�92; 2 � 103
46; 1 � 10�4 = �20MPa (C)

La deformación �nal es:

"x =
N

EA
+ ��T =

�x
E
+ ��T = 0

lo que corresponde con un alargamiento �nal nulo.



6 Flexión Recta

6.1 Introducción

Una pieza está sometida a �exión pura cuando sus secciones están solicitadas única-
mente por un momento �ector M (Figura 6.1a). Los esfuerzos axil N , cortante T y
momento torsorMt son nulos en todas las secciones de la pieza. Por su parte, una pieza
está sometida a �exión simple cuando sus secciones están sometidas a momento �ector
variable y, en consecuencia, viene acompañado de esfuerzo cortante (Figura 6.1b). Por
el contrario, se dice que una sección está sometida a �exión compuesta cuando sobre
ella actúa un momento �ector y un esfuerzo axil (Figura 6.2). Por último, si actúan
a la vez momentos �ectores y momento torsor, se dice que la sección está sometida a
�exo-torsión.

6.2 Flexión pura recta

La �exión pura es, por tanto, el caso más sencillo de �exión que se puede plantear. Los
resultados que se deducen de su estudio pueden aplicarse a los casos más corrientes de
�exión simple o �exión compuesta, siempre que se tengan en cuenta, de forma adecuada,
las diferencias entre unos casos y otros. Abordaremos primero el estudio de la �exión

Fig. 6.1: Voladizo sometido (a) �exión pura y (b) �exión simple

149
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Fig. 6.2: Viga biapoyada sometida a �exión compuesta

pura, para generalizar luego los resultados obtenidos al caso de �exión simple y de la
�exión compuesta.

Dado que los diferentes esfuerzos que actúan sobre una sección no son sino las
fuerzas y momentos resultantes de las tensiones que actúan sobre dicha sección, en el
caso de �exión pura con momento �ectorMz constante, deben cumplirse las igualdades:

N =

Z
S
�x dS = 0 ; Ty =

Z
S
�xy dS = 0

Tz =

Z
S
�xz dS = 0 ; Mt =

Z
S
(�xz y � �xy z) dS = 0 (6.1)

My =

Z
S
�x z dS = 0 ; Mz = �

Z
S
�x y dS

tal y como se vio en el Capítulo 3. Estas ecuaciones integrales no bastan para determinar
la distribución de tensiones en la sección. Es necesario, por tanto, establecer hipótesis
simpli�cativas relativas a la deformación de la sección, de forma análoga a como se hizo
en el caso del esfuerzo axil.

6.2.1 Flexión pura en piezas de plano medio

Consideremos una viga recta, de sección constante y con un plano de simetría lon-
gitudinal, sometida a �exión pura según dicho plano. Llamaremos xy al plano de
solicitación, que, en este caso, coincide con el plano medio (de simetría); por tanto, el
momento �ector actuante sólo tiene componente Mz (Figura 6.3a).

Al estar en �exión pura, el momento �ector será constante a lo largo de la pieza y,
por tanto, la deformación producida por éste será la misma en todas las rebanadas de
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Fig. 6.3: Flexión en piezas de plano medio: a) pura recta y b) compuesta recta

la viga. En consecuencia, la directriz de la viga se deformará en una curva de curvatura
constante, es decir, en un arco de circunferencia de centro O, contenido en el plano de
simetría de la pieza, tal como se muestra en la Figura 6.4. En estas condiciones, dada
la simetría del problema respecto al punto O se puede asegurar que

�en la deformación de una pieza recta sometida a �exión pura, las secciones rectas
permanecen planas y normales a la deformada de la directriz�.

Ésta es la hipótesis de deformación de Bernoulli-Navier; su validez puede ser com-
probada experimentalmente en situaciones más generales que las consideradas en este
apartado.

Según la hipótesis de deformación, las �bras longitudinales que forman la rebanada
se curvan transformándose en arcos de circunferencia concéntricos con la deformada
de la directriz de la pieza, tal como se muestra en la Figura 6.5b. En este proceso de
deformación, las �bras pueden aumentar o disminuir su longitud. En el primer caso,
estarán sometidas a deformación y tensión longitudinal de tracción, y de compresión
en el segundo. Al ser el esfuerzo axil sobre la sección nulo, debe cumplirse que:

N =

Z
S
�x dS = 0 (6.2)

Por tanto, una parte de las �bras estarán sometidas a tracción, con tensiones longitu-
dinales positivas (�x > 0) y otra a compresión, con tensiones longitudinales negativas
(�x < 0). Por continuidad de la deformación, existirá una línea que dividirá la sección
en una parte traccionada y otra comprimida, y en la que la tensión longitudinal será
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Fig. 6.4: Deformada de la directriz y de las secciones rectas en �exión pura recta

nula (�x = 0). Al ser la deformación plana esta �línea neutra� será una recta, y por
simetría del problema respecto del plano medio, será una recta perpendicular a dicho
plano de simetría. A esta recta, contenida en el plano de la sección y perpendicular al
plano de simetría, se le llama eje neutro.

En consecuencia, para casos de �exión pura en piezas rectas de plano medio, la
hipótesis de Bernoulli-Navier implica que cada sección gira con relación a una sección
próxima alrededor de un eje llamado eje neutro, manteniéndose plana en la deformación,
y de manera que el plano de la sección pasa por el centro de curvatura de la deformada
de la directriz.

Dado que está implícito en todo este desarrollo que se cumple la hipótesis de pe-
queños movimientos, el giro de �exión que se produce en cada rebanada, d�z; es pequeño
y, por tanto, se pueden identi�car los arcos comprendidos por éste con sus respectivas
tangentes. Por consiguiente, puede identi�carse la deformación de la rebanada dife-
rencial representada en la Figura 6.5b con la correspondiente linearización, tal como se
indica en la Figura 6.5c.

Analicemos ahora, en detalle, la deformación de una rebanada de longitud dife-
rencial dx, que se produce tal como se muestra en la Figura 6.6. En la sección se toma
el eje y según el plano de simetría (eje principal de inercia Figura 6.6b), y el eje z,
perpendicular al anterior, coincidente con el eje neutro nn0 (Figura 6.6a), de posición
por ahora desconocida. De la semejanza de los triángulos OAB y BED se deduce:

AB

OA
=
ED

BE
) dx

�z
=
"x dx

�y ) "x = �
y

�z
(6.3)

donde �z denota el radio de curvatura de las �bras situadas sobre el eje neutro, como por
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Fig. 6.5: Deformación de la rebanada en �exión recta

ejemplo la �bra AB, la coordenada y mide la distancia de una �bra genérica, como por
ejemplo la �bra CD, al eje neutro y "x representa la deformación longitudinal de una
de estas �bras. Se observa que los alargamientos "x de las �bras son proporcionales a la
distancia de éstas al eje neutro, y; lo mismo puede decirse de las tensiones, ya que según
la ley de Hooke (y considerando que las tensiones normales a planos perpendiculares al
de la sección son despreciables frente a las tensiones normales, esto es, �y; �z << �x):

�x = E "x = �
E y

�z
(6.4)

Por tanto, la distribución de tensiones es lineal, estando sometidos a la misma tensión
todos los puntos situados sobre rectas paralelas al eje neutro nn0; y será nula para los
puntos situados sobre dicho eje neutro, tal como se muestra en la Figuras 6.6 y 6.7.

Integrando esta distribución de tensiones y considerando que el esfuerzo axil sobre
la sección es nulo se tiene:

N =

Z
S
�x dS = �

E

�z

Z
S
y dS = 0 )

Z
S
y dS = 0 (6.5)

La integral que debe anularse es el momento estático de la sección respecto al eje neutro.
Por tanto, el eje neutro debe pasar por el centro de gravedad de la sección G y coincide
necesariamente con el segundo eje principal de inercia de la sección (eje z). Por este
motivo y por simetría respecto al plano medio, se cumple idénticamente que:

My =

Z
S
�x z dS = �

E

�z

Z
S
y z dS � 0 (6.6)
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Fig. 6.6: Elongaciones de las �bras y distribución de las tensiones

Por otro lado, el momento resultante de las tensiones respecto al eje neutro debe
ser igual al momento �ector actuante:

Mz = �
Z
S
�x y dS =

E

�z

Z
S
y2 dS =

E Iz
�z

(6.7)

siendo Iz =
R
S y

2 dS el momento de inercia de la sección respecto al eje z. Por tanto:

1

�z
=
Mz

EIz
(6.8)

La expresión obtenida indica que la curvatura, �z = 1=�z, varía proporcionalmente
al momento �ector actuanteMz, y de forma inversamente proporcional al producto EIz,
llamado rigidez a �exión de la sección. Se observa también en la expresión anterior
que, por de�nición de curvatura �z = 1=�z = d�z=dx (Figura 6.6), se tiene:

d�z =
dx

�z
=
Mz

EIz
dx (6.9)

donde d�z es el ángulo relativo girado por dos secciones que delimitan una rebanada
diferencial. El giro relativo total entre las dos secciones extremas de la pieza se obtiene
integrando el giro relativo a lo largo de toda la pieza, es decir:

��z =

Z
l
d�z =

Z
l
�z dx =

Z l

0

Mz

EIz (x)
dx (6.10)
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Fig. 6.7: Distribución de tensiones en �exión pura recta

donde l es la longitud total de la pieza. Si la viga es de sección constante, la rotación
total ��z de una de las secciones extremas respecto a la otra será igual a:

��z =
Mz l

E Iz
(6.11)

Finalmente, eliminando el radio de curvatura �z de las ecuaciones (6.4) y (6.7) se
obtiene:

�x = �
Mz y

Iz
(6.12)

expresión conocida como ley de Navier, que permite calcular la tensión normal en un
punto de la sección, conocida su distancia al eje neutro, y que pone nuevamente de
mani�esto la distribución lineal de las tensiones normales de �exión. Es obvio que las
tensiones máximas se darán en los puntos de la sección más alejados del eje neutro y
que la tensión máxima de compresión no es igual a la tensión máxima de tracción, salvo
que las distancias de las respectivas �bras extremas al centro de gravedad sean iguales
(ver, por ejemplo, los casos mostrados en la Figura 6.7).

Asimismo, debe hacerse notar que la hipótesis de distribución lineal de las deforma-
ciones de las �bras, y la correspondiente de distribución lineal de las tensiones normales,
son exactas cuando los momentos exteriores están aplicados precisamente en esa for-
ma sobre las secciones correspondientes. En el caso de no serlo, según el Principio de
Saint-Venant, los resultados obtenidos son válidos para secciones su�cientemente ale-
jadas de las secciones donde se aplican los momentos. La distancia a la que se veri�ca
esta hipótesis es aproximadamente igual a las dimensiones transversales de la pieza.

Al mantenerse las secciones rectas normales a las �bras longitudinales, los elementos
diferenciales no sufren distorsión angular, es decir, los ángulos rectos permanecen rectos.
Por tanto, las distorsiones 
xz y 
yz son nulas en todo punto (Figura 6.8) y, en virtud
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Fig. 6.8: Ausencia de distorsiones angulares en la deformación por �exión pura

de la ley de Hooke, las tensiones tangenciales correspondientes también son nulas,
�xz = �yz = 0. Por tanto, las ecuaciones:

Ty =

Z
S
�xy dS � 0 ; Tz =

Z
S
�xz dS � 0 ; Mt =

Z
S
(�xzy� �xyz) dS � 0 (6.13)

se cumplen idénticamente.

6.2.2 Flexión pura según un plano principal de inercia

Supongamos ahora que la pieza está solicitada a �exión pura por un par de momentos
Mz contenidos en el plano principal de inercia formado por los ejes x e y, pero que éste
no es un plano de simetría longitudinal de la pieza. Suponiendo que también para este
caso sea válida la hipótesis de Bernoulli-Navier y que se cumpla la ley de Hooke, las
tensiones estarán dadas por la ecuación (6.4). Entonces, la relación entre esfuerzos y
tensiones sobre la sección exige que sea

My =

Z
S
�x z dS = �

E

�z

Z
S
y z dS = �E

�z
Iyz = 0 (6.14)

condición que se cumple ya que los ejes (y; z) son los ejes principales de inercia de la
sección (Iyz = 0). Por tanto, la teoría de �exión desarrollada en la sección anterior para
secciones de plano medio será también válida en secciones sin plano de simetría, siempre
que el momento �ector actúe en un plano que contenga a uno de los ejes principales de
inercia, es decir, siempre que el plano de solicitación coincida con uno de los llamados
planos principales de �exión. Este resultado fue obtenido por primera vez por Persy y
citado por Saint-Venant en 1864.

La teoría de �exión pura estudiada hasta aquí se caracteriza por el hecho de que el
plano en el que se produce la deformación por �exión coincide con el plano de actuación
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Fig. 6.9: Flexión recta alrededor de un plano principal de inercia

del momento, y el eje neutro es normal a este plano. Por este motivo recibe el nombre
de �exión pura recta o �exión de Navier, en homenaje al ingeniero Louis Navier (1785-
1836) que la estableció. Dado que toda sección tiene al menos dos planos principales
de inercia, es siempre posible solicitar una pieza a �exión recta. En la Figura 6.9 se
muestran casos de �exión recta sobre secciones de varias geometrías.

Debe señalarse, �nalmente, que la hipótesis de que las secciones rectas permanecen
planas después de la deformación y normales a la deformada de la directriz es puramente
geométrica, es decir, que no establece ninguna condición con respecto al comportamien-
to del material. Por tanto, la hipótesis de Bernoulli-Navier puede extenderse a los casos
en que el material no sea homogéneo, ni isótropo, ni elástico. Sin embargo, para obte-
ner la ley de tensiones se ha supuesto que la pieza es homogénea y que el material es
isótropo y elástico lineal. En caso contrario, la ley de tensiones no vendrá dada por la
ley de Navier.

6.2.3 Momentos máximos admisibles

Como en una sección sometida a �exión pura la ley de tensiones es lineal, los valores
máximos de tensión se dan necesariamente en las �bras más alejadas del eje neutro.
Llamaremos v y v0 a las distancias de las �bras superior e inferior de la sección al eje
z, y w y w0 a las distancias de las �bras extremas a izquierda y derecha del eje y,
respectivamente (Figura 6.10a y b). Sea, además, �adm el valor absoluto de la tensión
admisible del material. Supondremos primero que esta tensión es igual a tracción que
a compresión.

El máximo momento Mmax
z que puede soportar la sección solicitada a �exión pura,

según el eje principal de inercia z, es aquel que produce, según la ley de Navier, una
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Fig. 6.10: Localización de las �bras extremas en �exión recta

tensión igual a �adm en la �bra superior o en la �bra inferior. Es, por tanto:

Mmax
z =

�admIz
max(v; v0)

= min

�
�admIz
v

;
�admIz
v0

�
(6.15)

Análogamente, se puede de�nir el máximo momentoMmax
y que puede resistir la sección

solicitada a �exión pura según el eje principal de inercia y, como

Mmax
y =

�admIy
max(w;w0)

= min

�
�admIy
w

;
�admIy
w0

�
(6.16)

Estas de�niciones pueden generalizarse al caso en que el material tenga diferente tensión
máxima admisible a tracción �tadm que a compresión �

c
adm . En este caso, cabe distinguir

entre los momentos máximos positivos (tracción en �bras v0 y w, compresión en �bras
v y w0, respectivamente), que serán:

(Mmax
z )+ = min

�
�cadmIz
v

;
�tadmIz
v0

�
;

�
Mmax
y

�+
= min

�
�cadmIy
w0

;
�tadmIy
w

�
(6.17)

y los momentos máximos negativos (tracción en �bras v y w0, compresión en �bras v0

y w, respectivamente), que serán (en valor absoluto):

(Mmax
z )� = min

�
�cadmIz
v0

;
�tadmIz
v

�
;

�
Mmax
y

��
= min

�
�cadmIy
w

;
�tadmIy
w0

�
(6.18)
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6.2.4 Módulos resistentes

Supongamos que la sección está solicitada a �exión recta por un momentoMz contenido
en el plano xy, y sea �adm la tensión admisible del material, igual a tracción que a
compresión. Debe cumplirse que:

�adm �
Mz jyjmax

Iz
=
Mz

Wz
con Wz =

Iz
jyjmax

=
Iz

max(v; v0)
(6.19)

A la relación Wz se le denomina módulo resistente de la sección respecto al eje z y sus
dimensiones son [L3].

Al dimensionar una viga solicitada por un momento Mz, elegiremos una sección de
módulo resistente tal que cumpla:

Wz �
Mz

�adm
(6.20)

Obviamente, se puede de�nir el módulo resistente para cada eje principal de �exión,
como características geométricas de la sección.

6.2.5 Rendimiento geométrico

Puesto que, según la ley de Navier, las tensiones máximas se producen en los puntos
más alejados del eje neutro y éstas no deben sobrepasar el valor de la tensión admisible
�adm , resulta que en los otros puntos de la sección se tienen tensiones de valor inferior
a la admisible, es decir, que el material no está totalmente aprovechado.

Fig. 6.11: Localización de las �bras extremas en �exión recta
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La forma ideal de una sección que trabaje a �exión pura será, por tanto, aquella que
tenga el material dispuesto a la mayor distancia posible del eje neutro (Figura 6.11).
La sección óptima, para un área A y un canto h dados, será aquella que presente un
mayor módulo de resistencia respecto al eje de �exión. El valor máximo del módulo
resistente corresponde a una sección ideal simétrica con todo el material concentrado
en las �bras extremas, a distancia h=2 del centro de gravedad. En este caso, el valor
del módulo resistente será (suponiendo, por ejemplo, �exión alrededor del eje z):

W opt
z =

Iz
jyjmax

=
2A2 (

h
2 )
2

h
2

=
Ah

2
(6.21)

donde h es el canto de la pieza, o sea la distancia entre las �bras extremas. Para una
sección real de forma arbitraria, de área A y canto h; se podrá escribir:

Wz = �z W
opt
z = �z

Ah

2
con 0 � �z � 1 (6.22)

donde �z es un coe�ciente adimensional que se llama rendimiento geométrico de la
sección respecto al eje z.

Obviamente, se pueden de�nir los rendimientos geométricos para cada eje principal
de �exión, como características geométricas de la sección.

El rendimiento geométrico es siempre menor que la unidad, y el material de la pieza
está mejor aprovechado cuanto mayor sea el valor de � para el eje de �exión.

El valor del rendimiento geométrico de algunas de las secciones más usuales (Figura
6.12) es el siguiente:

Fig. 6.12: Secciones más usuales en Resistencia de Materiales
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� ' 2

3
para per�les estándar de acero laminado en doble T,

� ' 3

5
para per�les estándar de acero laminado en U y carriles de ferrocarril,

� ' 1

2
para anillos circulares delgados,

� =
1

3
para secciones rectangulares macizas,

� =
1

4
para secciones circulares,

� =
1

6
para secciones romboidales.

Ejemplo 6.2.1

Una viga recta, de sección normal en T, trabaja a �exión pura de tal forma que en
la �bra superior se produce una tensión de compresión �cmax = 100MPa, y en la �bra
inferior una tensión de tracción de �tmax = 50MPa (Figura 6.13). Determinar: (a) la
situación del eje neutro, (b) la anchura b de la viga, (c) el momento �ector que solicita
a la viga y (d) el máximo momento admisible si la tensión admisible del material es
�adm = 250 MPa.

Fig. 6.13: Sección del Ejemplo 6.2.1
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(a) Como la variación de tensiones a lo largo de la altura de la viga es lineal, la
posición del eje neutro se obtiene directamente a partir de las tensiones extremas. De
la semejanza de triángulos GAA0 y GBB0, puede escribirse:

h1
h2
=
�cmax
�tmax

=
100

50
= 2

luego, se tiene el sistema de ecuaciones

h1 + h2 = 30
h1
h2

= 2
)

(
h1 = 20 cm
h2 = 10 cm

(b) El eje neutro debe pasar por el centro de gravedad de la sección, por tanto,
el momento estático de ésta respecto al eje z debe ser nulo. Calculemos primero los
momentos estáticos del alma y del ala por separado:

alma : me
alma = e [h1 + (h2 � e)]

�
1

2
(h1 + (h2 � e))� (h2 � e)

�
=

e

2

�
h21 � (h2 � e)2

�
ala : me

ala = �e b (h2 �
e

2
)

y, sumando ambos momentos estáticos:

me
alma +m

e
ala = 0 ) e

2

�
h21 � (h2 � e)2

�
� eb (h2 �

e

2
) = 0

de donde:

b =
h21 � (h2 � e)2
2(h2 � e

2)
= 16; 79 cm

(c) El momento �ector exterior es igual al momento resultante de las tensiones
normales respecto al eje neutro. Llamaremos Malma y Mala a los momentos de las
tensiones que actúan sobre el alma y el ala, respectivamente:

alma : Malma =

�
1

2
�cmax (h1e)

�
2

3
h1+

�
1

2

�
�tmax

h2 � e
h2

�
(h2 � e)e

�
2

3
(h2 � e)

ala : Mala =

�
1

2
�tmax (h2b)

�
2

3
h2�

�
1

2

�
�tmax

h2 � e
h2

�
(h2 � e)b

�
2

3
(h2 � e)

Sustituyendo valores, se obtieneMalma = 14; 548 kN�m yMala = 7; 584 kN�m: Sumando
ambos valores, se obtiene el momento �ector que actúa sobre la sección:

Mz =Malma +Mala = 22; 132 kN �m



6.2. FLEXIÓN PURA RECTA 163

Alternativamente, se puede obtener Mz de aplicar la ley de Navier a cualquiera de
los puntos de la sección en los que se conoce la tensión. Para ello, es preciso calcular
primero el momento de inercia de la sección respecto del eje z

Iz =
1

12
[h1 + (h2 � e)]3 e+

+ [h1 + (h2 � e)] e
�
1

2
(h1 + (h2 � e))� (h2 � e)

�2
+

+
1

12
be3 + be (h2 �

e

2
)2

= 4426; 37 cm4

Aplicando ahora la ley de Navier, por ejemplo, a las �bras superiores, donde se da la
máxima compresión:

�cmax = �
Mz h1
Iz

=) Mz = 22; 132 kN �m

(d) El máximo momento admisible será el que hace que se alcance �adm en la �bra
superior, ya que h1 = max (v; v0)

Mmax
z = min

�
�adm Iz
h1

;
�adm Iz
h2

�
=
�adm Iz
h1

= 55; 329 kN �m

Ejemplo 6.2.2

Calcular el máximo momento �ector que puede soportar una viga de sección rectangular
de ancho b y altura h según sus dos ejes principales de inercia (Figura 6.14), si la tensión
admisible del material es �adm .

(a) El momento máximo admisibleMmax
z actuando en el plano xy es el que produce

una tensión igual a �adm en las �bras extremas (y = � h=2). O sea:

�adm =
Mmax
z

h
2

Iz
=
Mmax
z

h
2

1
12bh

3

Por tanto:

Mmax
z =

1
12bh

3

h
2

�adm =

�
1

6
bh2
�
�adm =Wz �adm



164 CAPÍTULO 6. FLEXIÓN RECTA

Fig. 6.14: Ejemplo 6.2.2: sección rectangular trabajando a �exión recta según los dos
planos principales de inercia

Obsérvese que Wz = (1=6) bh
2 = (1=3)(Ah=2) y, por tanto, �z = 1=3:

(b) El máximo momento admisible Mmax
y actuando en el plano xz se obtiene

análogamente sólo con intercambiar adecuadamente las dimensiones b y h: Así:

Mmax
y =

1
12hb

3

b
2

�adm =

�
1

6
hb2
�
�adm =Wy �adm

Obsérvese que Wy = (1=6) hb2 = (1=3)(Ab=2) y que �y = 1=3: Por tanto, la relación
entre los dos momentos máximos es:

Mmax
z

Mmax
y

=

�
1
6bh

2
�
�adm�

1
6hb

2
�
�adm

=
Wz

Wy
=
h

b

Ejemplo 6.2.3

Hallar los módulos resistentes Wy;Wz y los rendimientos geométricos �y; �z del per�l
de la Figura 6.15, con cotas en cm.

El área del per�l es igual a:

A = 8 � 1 + 9 � 1 + 12 � 2 = 41 cm2
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Fig. 6.15: Sección del Ejemplo 6.2.3

La posición del centro de gravedad queda determinada por:

y0G =

P
Aiyi
A

=
1

41
(8 � 11; 5 + 9 � 6; 5 + 24 � 1) = 4; 25 cm

z0G = 6; 0 cm (en el eje de simetría)

Los momentos de inercia de la sección con respecto a los ejes (y; z) son:

Iy =
1

12
1 � 83 + 1

12
9 � 13 + 1

12
2 � 123

= 331; 42 cm4

Iz =
1

12
8 � 13 + 1

12
1 � 93 + 1

12
12 � 23

+ 1 � 8 � (7; 25)2 + 1 � 9 � (2; 25)2 + 2 � 12 � (3; 25)2

= 788; 98 cm4

Luego, los módulos resistentes y los rendimientos geométricos respecto a los ejes
(y; z) son iguales a:

Wy =
Iy
jzjmax

=
331; 42

6
= 55; 24 cm3 ; �y =

Wy

A
b

2

=
55; 24

41 � 6 = 0; 225

Wz =
Iz
jyjmax

=
788; 98

7; 75
= 101; 80 cm3 ; �z =

Wz

A
h

2

=
101; 80

41 � 6 = 0; 414
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Ejemplo 6.2.4

Determinar los módulos resistentes de dos piezas rectangulares de sección b�h colocadas
de forma superpuesta (canto total de 2h), según trabajen de forma (a) solidaria o (b)
independiente.

Fig. 6.16: Secciones del Ejemplo 6.2.4

(a) Para las dos vigas trabajando de forma solidaria el momento máximo es aquel
que produce tensiones iguales a la tensión admisible �adm en las �bras extremas de la
viga compuesta (Figura 6.17a), es decir:

Mmax
a = 2 � 1

2
�admhb �

2

3
h =

2

3
bh2 �adm

o sea, que el módulo resistente es:

Wa =
Mmax
a

�adm
=
2

3
bh2

(b) Para las dos vigas superpuestas trabajando de forma independiente el momento
máximo es el doble de aquel que produce tensiones iguales a �adm en las �bras extremas
de cada una de las vigas (Figura 6.17b), es decir:

Mmax
b = 2

�
2 � 1
2
�adm

h

2
b � 2
3

h

2

�
=
1

3
bh2 �adm

o sea , que el módulo resistente es:

Wb =
Mmax
b

�adm
=
1

3
bh2



6.3. FLEXIÓN SIMPLE RECTA 167

Fig. 6.17: Distribución de tensiones en Ejemplo 6.2.4

que es el doble del módulo resistente de las vigas individuales, pero la mitad del módulo
resistente de la viga compuesta.

La forma distinta de deformarse a �exión pura de las dos vigas según trabajan de
forma solidaria o superpuesta puede observarse en la Figura 6.18.

Fig. 6.18: Deformadas en Ejemplo 6.2.4

6.3 Flexión simple recta

El tipo de �exión más frecuente en vigas rectas con fuerzas normales a su eje es el de
�exión recta simple, en la que la ley de momentos �ectores es variable. Tal como puede
observarse en la Figura 6.19, la variación del momento �ector exige, por equilibrio de
la rebanada diferencial, que sobre las secciones de la pieza actúe un esfuerzo cortante:

Ty = �
dMz

dx
(6.23)

Por tanto, las igualdades de equilibrio interno que deben cumplirse son análogas a las
Ecs. (6.1) de �exión pura, salvo que en �exión simple el cortante Ty no es nulo.
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Fig. 6.19: Equilibrio de momentos y cortantes en �exión recta simple

El esfuerzo cortante da lugar a la aparición de distorsiones angulares y tensiones
tangenciales en la sección, como se verá en el Capítulo correspondiente. Como con-
secuencia de la existencia de estas distorsiones angulares, además de producirse las
elongaciones de las �bras longitudinales propias de la �exión, se produce cierta defor-
mación de las secciones planas. Este fenómeno, que puede observarse en la Figura 6.20,
se conoce con el nombre de alabeo de las secciones rectas. Dado que los resultados
obtenidos para la �exión pura se basan en la hipótesis de que las secciones permanecen
planas, es decir, sin alabeo, cabe hacerse la pregunta de si estos resultados pueden
aplicarse en el caso de que éste se produzca.

En el caso de la �exión simple, se admite la hipótesis generalizada de Bernoulli-
Navier, que expresa que

�dos secciones rectas in�nitamente próximas experimentan alabeo en la deforma-
ción, pero cualquiera de ellas puede superponerse a la otra mediante una traslación y
un giro.�

Esta hipótesis generalizada admite el alabeo de las secciones rectas, pero desprecia el
alabeo relativo entre dos secciones próximas. Estos es sólo una aproximación, admisible
porque, en general, las deformaciones longitudinales producidas por el esfuerzo cortante
son mucho menores que las producidas por el momento �ector. La aproximación es
tanto mejor cuanto menor sea la relación canto/luz de la pieza, es decir, cuanto más
esbelta sea ésta.
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Fig. 6.20: Elongación de las �bras en �exión simple: (a) sin deformar, (b) sin alabeo
y (c) con alabeo

Para piezas esbeltas el efecto del alabeo es despreciable, mientras que para vigas de
espesor moderado o grande éste puede tener cierta importancia.

Si se admite la hipótesis generalizada, entonces, según se muestra en la Figura 6.20,
puede considerarse que la elongación de una �bra tal como la AB; que se deforma
realmente en A00B00 (con alabeo), es idéntica a la elongación que se produciría si la
deformación fuese como A0B0 (sin alabeo). Dado que todas las expresiones obtenidas
para la �exión pura se basan en la magnitud de las elongaciones longitudinales de las
�bras, es obvio que si se admite la hipótesis generalizada de deformación de Bernoulli-
Navier, la totalidad de las expresiones halladas para el caso de la �exión pura recta
pueden extenderse al caso más general de la �exión simple. Así por ejemplo, es válida
la expresión obtenida para la ley de tensiones (distribución lineal):

�x = �
Mz

Iz
y (6.24)

Cabe señalar, sin embargo, que en �exión simple la deformada de la directriz no es
un arco de circunferencia, ya que la curvatura variará de sección a sección, al variar el
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Fig. 6.21: Flexión simple con plano de carga constante

momento �ector actuante (Figura 6.21). En �exión simple recta, la deformada de la
línea media es necesariamente una curva plana, pero no de curvatura constante.

Ejemplo 6.3.1

Para la viga recta en voladizo de la Figura 6.22 sometida a las cargas que se indican, se
pide: (a) determinar el valor y la localización de los momentos �ectores máximos; (b)
calcular y dibujar la distribución de tensiones normales y (c) calcular el valor máximo
que puede alcanzar la carga P , suponiendo que el valor de la tensión admisible es �adm ,
tanto para tracción como para compresión.
Datos: l = 6m, P = 100 kN, a = 40 cm, b = 30 cm, h = 50 cm, e = 1; 5 cm, �adm =
260MPa.

El área de la sección transversal es igual a:

A = (40 + 50 + 30)1; 5 = 180 cm2

La sección es simétrica respecto al eje y. Por tanto, el centro de gravedad está situado
sobre él y a una distancia del borde inferior igual a (Figura 6.22):

y0G =

P
Aiyi
A

=
40 � 1; 5 � 50 + 50 � 1; 5 � 25

180
= 27 cm
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Fig. 6.22: Viga y sección normal del Ejemplo 6.3.1

El momento principal de inercia Iz es:

Iz = 40 � 1; 5 � 232 + 30 � 1; 5 � 272 + 1

12
1; 5 � 503 + 50 � 1; 5 � 22

= 80200 cm4

(a) Leyes de esfuerzos

Las leyes de esfuerzos debidas a la carga P se muestran en la Figura 6.23. Puede
verse que la viga está sometida a un estado de �exión simple (momento �ector más
cortante). El máximo momento se produce en la sección del empotramiento y su valor
es:

Mmax
z =Mz(x = 0) = �P � l = �100 � 6 = �600 kN�m

Fig. 6.23: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 6.3.1
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(b) Distribución de tensiones y tensiones máximas

Al tratarse de �exión simple recta, el eje neutro coincide con el eje principal z y
la tensión máxima se produce en los puntos más alejados del mismo, es decir, en los
puntos correspondientes a la intersección de las �bras superiores e inferiores con la
sección (Figura 6.24):

�T = �Mz

Iz
yT =

= �
�
�600 � 103

�
8; 02 � 10�4 (0; 23) = +172 MPa (T)

�C = �Mz

Iz
yC =

= �
�
�600 � 103

�
8; 02 � 10�4 (�0; 27) = �202 MPa (C)

En el borde inferior de la sección se produce la máxima tensión en valor absoluto y es de
compresión. Se comprueba que ambas tensiones son menores que la tensión admisible
del material, �adm = 260MPa.

(c) Máximo valor de la carga P
En los puntos inferiores de la sección se produce la máxima tensión en valor absoluto.

El valor máximo que puede alcanzar la carga P se determina a partir de la expresión:

�inf = �
Mz

Iz
yinf � �adm = 260MPa

Fig. 6.24: Distribución de tensiones normales en la sección
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teniendo en cuenta que Mz = �P � 6 se obtiene:

�
�
�P � 6 � 103

�
8; 02 � 10�4 (�0; 27) = 260 MPa ) Pmax = 129 kN

Ejemplo 6.3.2

La viga metálica de la Figura 6.25, de sección rectangular hueca, se suspende de dos
puntos para su transporte a obra. Si el peso especí�co del material es 
 = 78 kN=m3,
la separación entre los puntos de suspensión es l y la distancia de dichos puntos a los
extremos de la viga es s, determinar la tensión máxima de �exión debida al peso propio.
Datos: l = 6m, s = 4m, a = 20 cm, b = 40 cm, e = 1; 5 cm.

Fig. 6.25: Viga y sección transversal del Ejemplo 6.3.2

(a) Características geométricas de la sección

El área de la sección es: A = (20 � 40)� (17 � 37) = 171 cm2
La sección es doblemente simétrica. Por tanto, los ejes y; z son los ejes principales

de la sección. El momento principal de inercia Iz es:

Iz =
20 � 403
12

� 17 � 37
3

12
= 34908 cm4
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(b) Leyes de esfuerzos

El peso propio de la viga por unidad de longitud es:

p = 
 �A = 78 � 171 � 10�4 = 1; 33 kN=m

La carga de peso propio uniformemente repartida da lugar a la ley de momentos �ectores
que se muestra en la Figura 6.26. En las secciones correspondientes a los puntos de
sujeción A y A0, el momento �ector es:

MA;A0 = �
1; 33 � 42

2
= �10; 64 kN�m

y en la sección central de la viga (B) el momento �ector es:

MB = �10; 64 +
1; 33 � 62

8
= �4; 66 kN�m

Fig. 6.26: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 6.3.2

(c) Distribución de tensiones normales y tensiones máximas

El máximo momento se da en las secciones A, y la distribución de tensiones en
dichas secciones puede verse en la Figura 6.27. El valor máximo de la tensión se da en
los puntos superiores e inferiores de la sección y su valor es:

�T = �Mz

Iz
yT = �

�
�10; 64 � 103

�
3; 4908 � 10�4

�
+20 � 10�2

�
= +6; 1MPa

�C = �Mz

Iz
yC = �

�
�10; 64 � 103

�
3; 4908 � 10�4

�
�20 � 10�2

�
= �6; 1MPa
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Fig. 6.27: Distribución de tensiones normales debidas al transporte de la viga

6.4 Flexión compuesta recta

Una sección está sometida a �exión compuesta recta cuando el sistema de esfuerzos
que la solicita se reduce a un esfuerzo axil N y un momento �ector M contenido en un
plano principal de inercia de la sección (Figura 6.3b).

Consideraremos en lo que sigue el caso de una viga de directriz rectilínea sometida
a �exión compuesta recta. Sobre una de sus secciones actúa un esfuerzo axil de valor N
y un momento �ector que, a efectos de desarrollo, supondremos contenido en el plano
principal de inercia que contiene a los ejes x e y; el vector momento tiene, por tanto,
únicamente componente Mz. El cortante Ty puede ser o no nulo, según el �ector Mz

sea constante o variable a lo largo de la pieza.

Tanto el esfuerzo axil como el momento �ector producen tensiones normales sobre
las secciones de la pieza, y el estudio de su distribución se sigue directamente de aplicar
el principio de superposición a los resultados obtenidos en los apartados correspon-
dientes al estudio del esfuerzo axil y del momento �ector, respectivamente.

Abordamos el estudio utilizando el principio de superposición. Tal como se mues-
tra en la Figura 6.28, la deformación debida al axil se produce según la hipótesis
de Bernoulli (las secciones rectas se trasladan manteniéndose planas y paralelas a sí
mismas), mientras que la deformación por �exión se produce según la hipótesis de
Bernoulli-Navier (las secciones rectas giran alrededor del eje neutro manteniéndose
planas y perpendiculares a la deformada de la directriz).

Por superposición, una sección de la rebanada experimenta una traslación du;

paralela al eje x (debida al axil), y un giro d�z, alrededor del eje z (debido al �ec-
tor), relativos a otra sección recta in�nitamente próxima.
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Fig. 6.28: Deformación de una rebanada sometida a �exión compuesta recta

Como puede observarse en la Figura 6.28, la composición de ambos movimientos,
traslación más giro, equivale a un único giro alrededor de un eje paralelo al z cuya
posición (punto O) se determinará más adelante.

La tensión normal que actúa sobre un punto genérico de la sección será también
la suma de la tensión debida al axil y la debida al �ector. Según la hipótesis de
deformación supuesta y admitiendo, además, que se cumple la ley de Hooke, se tiene
que la tensión para un punto Q situado a una distancia y del eje z es:

�x =
N

A
� Mz y

Iz
(6.25)

Por tanto, tal como se muestra en la Figura 6.29, la distribución de tensiones es
lineal en la coordenada y, y las tensiones máximas se dan en las �bras de la sección
más alejadas del eje z, y valen:

�v =
N

A
� Mz v

Iz

�v0 =
N

A
+
Mz v

0

Iz

(6.26)

donde v y v0 son las distancias (en valor absoluto) del eje z a las dos �bras extremas,
respectivamente. Obsérvese que según la magnitud relativa de los términos de la tensión
correspondientes al axil y a la �exión, las tensiones en las �bras extremas pueden tener,
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Fig. 6.29: Distribución de tensiones normales en �exión compuesta recta

o no, el mismo sentido que el axil. Así, en la Figura 6.29a todas las tensiones tienen
el mismo signo que el esfuerzo axil, mientras que en la Figura 6.29b el �ector tiene
la magnitud su�ciente como para hacer aparecer tensiones de signo contrario al del
esfuerzo axil.

El axil N , aplicado en el baricentro de la sección G, más el momento Mz son un
sistema de esfuerzos estáticamente equivalente a una fuerza excéntrica única de valor
N aplicada en el punto P situado a una distancia ey del baricentro, medida sobre el eje
y, de tal manera que Mz = �N ey (una fuerza normal positiva con una excentricidad
positiva equivale a un momento Mz negativo). Tal situación se muestra en la Figura
6.30.

Al punto P se le llama centro de presiones. La distancia ey entre el centro de
presiones y el centro de gravedad es la excentricidad.

Por tanto, la tensión en un punto genérico Q de la sección situado a una distancia
y del eje principal z se puede expresar en la forma:

�x =
N

A
� Mz y

Iz
(6.27a)

=
N

A
+
N ey y

Iz
(6.27b)

=
N

A

�
1 +

ey y

r2z

�
(6.27c)

donde rz =
p
Iz=A es el radio de giro de la sección respecto del eje z.

Por de�nición, el eje neutro es el lugar geométrico de los puntos sometidos a tensión
normal nula, luego su expresión es igual a:

1 +
ey y

r2z
= 0 ) y = �r

2
z

ey
(6.28)
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Fig. 6.30: Flexión compuesta recta como fuerza normal excéntrica

Se observa que el eje neutro nn0 es una recta paralela al eje z (perpendicular a la
traza del plano de solicitación), y su posición no depende del valor de la fuerza N; sino
de la excentricidad ey. Nótese que el punto de aplicación de la fuerza normal y el eje
neutro están necesariamente en lados opuestos respecto al eje z. Nótese, asimismo,
que cuanto menor es la excentricidad, mayor es la ordenada del eje neutro, esto es,
cuanto mayor es, en términos relativos, el efecto del axil, más lejos está el eje neutro
del eje z (es, por ejemplo, el caso de la Figura 6.29a); por el contrario, cuanto mayor
es la excentricidad, menor es la ordenada del eje neutro, esto es, cuanto mayor es, en
términos relativos, el efecto del �ector, más cerca está el eje neutro del eje z (es, por
ejemplo, el caso de la Figura 6.29b).

De�niendo � como la distancia de un punto genérico Q al eje neutro (Figura 6.31),
de forma que sea positiva si el punto Q y el baricentro G están del mismo lado del eje
neutro, y negativa en caso contrario, la ecuación (6.27c) puede escribirse simplemente
como:

�x =
N

A

�

d
(6.29)

Así, observando la Figura 6.31, y llamando �x = N=A a la tensión en el baricentro,
se tiene, por semejanza de triángulos, que:

�x
�x
=
�

d
) �x = �x

�

d
=
N

A

�

d
(6.30)

La ecuación (6.29) es una expresión alternativa a las obtenidas anteriormente (Ecs.
(6.27a) y (6.27c)) y permite el cálculo directo de las tensiones en �exión compuesta
conocida la posición del eje neutro.
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